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Chapitre 1
Nombres : R

1.1 Introduction

On se représente souvent I’ensemble des nombres réels, noté R, comme tous les points
d’une droite :

o R

Méme si cette image est utile pour I'intuition (en particulier pour se représenter des
distances ou comparer des grandeurs), elle ne constitue évidemment pas une définition
rigoureuse. En particulier, elle n’exprime pas le fait que les réels se prétent bien au
calcul, a savoir a la manipulation abstraite de quantités, qu’elles soient positives ou
négatives, petites ou grandes.

De plus, les concepts fondamentaux de I’analyse (limite, continuité, dérivabilité, inté-
grabilité) se définissent précisément a 1'aide de quelques notions simples qui utilisent
toute la structure des réels.

Donc avant de commencer a présenter ’analyse a proprement parler, on se doit de dé-
tinir quelles sont exactement les propriétés qui caractérisent R. On listera en particulier
les regles de calcul qui donneront aux réels la structure de ce qu’on appelle un corps.

1.1.1 Nombres et mesures
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1.1. Introduction

La construction des nombres commence, en général, avec I'introduction des nombres
naturels/entiers, avec lesquels on peut déja compter (“un mouton, deux moutons, trois
moutons, ...”) :

N:={0,1,2,3,4,...}.

Puis viennent s’ajouter les entiers relatifs, obtenus a partir de N en rajoutant toutes les
quantités entieres négatives (“il fait froid : —15 degrés!”, ou “3 — 7 = —4") :

Z:={...,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...}.

L’étape suivante est de considérer en plus toutes les proportions possibles entre deux
/aai

grandeurs entiéres (“un demi litre de lait”, “une heure et quart”, “deux tiers des étu-
diants”,...), pour obtenir les nombres rationnels :

Q=1{%|pgeZ,q#0}.

Les rationnels contiennent Z (prendre ¢ = 1), donc ils contiennent des nombres arbi-
trairement grands, et peuvent étre utilisés pour décrire des grandeurs astronomiques.
Mais ils contiennent aussi des quotients aussi petits que I'on veut (75 = 0.1, 755 = 0.01,
etc.), et peuvent donc étre utilisés pour décrire des grandeurs atomiques ou subato-
miques.

Pourquoi, alors, ne pas se contenter de garder Q pour faire de I’analyse ?

Méme s’il permet a priori de mesurer des grandeurs a toutes les échelles possibles
nécessaires de 1'univers, Q souffre d"un défaut majeur : il ne permet pas de tout mesurer!
En effet, beaucoup de grandeurs physiques sont des quantités irrationnelles.

Voyons deux exemples.

1.1.2 Irrationnalité de v/2

L’école Pythagoricienne (env. 500BC) avait observé le fait suivant. Considérons un tri-
angle rectangle dont les deux cathetes ont longueur 1 :

x =2

i

La longueur de I'hypothénuse est donnée par la solution = > 0 de I'équation

2 =1>+12=2.
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1.1. Introduction

Lemme 1.1. Le nombre z, solution de 1'équation x? = 2, est irrationnel.

Preuve: On démontre l'affirmation par I'absurde.

Supposons que x € Q, a savoir qu’il existe des entiers p et ¢ tels x peut s’écrire z = %. On
peut en fait supposer que p et ¢ sont premiers entre eux, c’est-a-dire qu’ils n’ont aucun diviseur
commun (s’ils ont un diviseur commun, on peut toujours simplifier la fraction).

Mais si = = 2, alors 2? = (g)2 = 2, c'est-a-dire p* = 2¢?, ce qui implique que p? est pair (un
multiple de 2), et donc que p est pair aussi (exercice!). On peut alors écrire p sous la forme
p = 2e, ol e est un entier. Ceci implique également que ¢* = %2 = 2¢2, et donc ¢, par le méme
argument qu’avant, est aussi pair. Ceci implique que p et ¢ sont tous deux divisibles par 2,
ce qui représente une contradiction, puisqu’on a supposé que p et ¢ n’avaient aucun diviseur

commun. ]

Etant irrationnel, I'expansion décimale /2 n’a pas de “fin”, et ne présente aucun motif
particulier (pas de périodicité, etc.) :

V2 = 1.414213562373095048801688724209 . . .

De nos jours, on connait plus de dix mille milliards de décimales de cette expansion.

“On sait que les nombres de ce genre (en parlant de v/2) ont tourmenté Pythagore et son
école presque jusqu’a puisement. Etant accoutumés a des nombres si étranges depuis
notre premiere enfance, nous devons prendre garde a ne pas sous-estimer 1'intuition
mathématique de ces anciens sages. Leur tourment était hautement honorable. Ils se
rendaient compte qu’on ne peut trouver aucune fraction dont le carré soit exactement
égal a 2. On peut en donner des approximations trés approchées, comme par exemple
1, dont le carré, 222, est tres proche de 228, c’est a dire de 2. On peut s’approcher encore
plus pres de 2 en considérant des fractions constituées au moyen de nombres plus
grands que 17 et 12, mais on n’atteindra jamais exactement 2. ”

E. Schrodinger, Physique quantique et représentation du monde

1.1.3 Irrationnalité de 7

Le nombre 7 est défini comme la longueur de la circonférence d'un disque dont le
diametre est égala 1:
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1.1. Introduction

Il est surprenant d’apprendre que le développement décimal de ce nombre ne présente
pas de régularité apparente :

m = 3.1415926535897932384626433 . ..

On peut facilement trouver des rationnels qui approximent 7 a un niveau essentielle-
ment arbitraire de précision (les décimales en rouge indiquent a partir d’ot1 le rationnel
cesse de donner une bonne approximation) :

? = 3.14285714286...
333
— = 3.14150943396...
106
103993
= 3.14159265301... tc.
33100 3 592653 etc

Pourtant, Johann Heinrich Lambert a montré en 1761 que 7 est irrationnel : il n'existe
aucune paire p, q € N* telle que

p

m™=—.

q
Pour une preuve relativement courte, mais qui requiert beaucoup des notions d’ana-
lyse présentées dans ce cours, voir cette vidéo, ou encore celle-ci (les deux présentent
la méme preuve de l'irrationnalité de 7, due a Niven).

1.1.4 Sur la construction de R

La circonférence du disque et I'hypothénuse du triangle ci-dessus sont loin d’étre les
seuls irrationnels, donc cette discussion montre que méme si QQ constitue un ensemble
de nombres allant des échelles subatomiques a superastronomiques, il ne contient pas
tous les nombres nécessaires pour faire de la géométrie élémentaire : les irrationnels
sont nécessaires. (Et en fait, dans un sens que nous ne détaillerons pas ici, il y a beau-
coup plus d’irrationnels quil n’y a de rationnels...)

Il'y a donc, dans la construction d’un bon ensemble de nombres permettant de faire de
I’analyse, une étape finale, qui consiste a compléter Q en lui ajoutant tous les irrationnels
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1.2. Regles de calcul : +, —, -, +

pour obtenir R. Cette construction est délicate, et nous ne la décrirons pas en détails
car elle sortirait du cadre de ce cours.

Mais ce que nous ferons, dans les sections suivantes, sera de définir R en listant ses
propriétés.

Nous dirons d’abord que c’est, comme @, un ensemble dans lequel on peut faire de
I'arithmétique, c’est a dire des calculs a I'aide d’opérations telles que addition et mul-
tiplication.

Puis nous exigerons de R une propriété additionnelle, naturelle mais délicate a formu-
ler (voir supremum et infimum plus loin), qui le distinguera radicalement de Q, et qui
nous permettra de commencer a construire 1’analyse. (En passant, nous montrerons
que dans R, I'existence de v/2 est bien garantie.)

Ce que nous ne ferons pas, c’est de montrer qu'on peut effectivement construire un
ensemble R jouissant de toutes ces propriétés. Pour plus de détails sur la construction
des réels, je renvoie le lecteur aux livres d’analyse plus avancés. Par exemple : Les
nombres irrationnels (Voyage au pays des maths ARTE). Plus élémentaire :

1.2 Regles de calcul: +, —, -, =

Les nombres réels forment avant tout un ensemble dans lequel on peut faire de I'arithmétique,
c’est-a-dire dans lequel on peut additionner, soustraire, multiplier et diviser. (En ma-
thématiques, un ensemble muni de ces opérations est appelé un corps. )

La premiére opération, I’addition notée “+”, est une opération qui associe a une paire

de réels z,y un nouveau réel noté = + y. Cette opération satisfait aux propriétés sui-
vantes :

1) z +y =y + x pour toute paire z,y € R
2) 2+ (y+2z2)=(xr+vy)+zpourtousz,y,z € R

3) Il existe un élément 0 € R, appelé élément neutre pour I'addition (ou simple-
ment “zéro”), tel que z + 0 = 0 4+ x = z pour tout » € R.

4) Pour tout z € R il existe un unique élément noté —x € R et appelé opposé de z,
tel que z + (—z) = 0.

=ne
= e

Siz,y € R, on peut définir leur soustraction :

r—y:=z+(-y).
La deuxieme opération, la multiplication, notée “.”, associe a une paire de réels =,y
un nouveau réel noté x - y. Elle satisfait aux propriétés suivantes :

1) z-y=y-xpourtousz,y € R
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1.3. Ordre: <, >, <, >

2) z-(y-2)=(x-y)-zpour tout triplet z,y, 2z € R
3) x-(y+2)=x-y+x-zpourtousz,y,z €R,

4) 1l existe un élément 1 € R, appelé élément neutre pour la multiplication (ou
simplement “un”), telque 1 - = = x - 1 = z pour tout z € R.

5) Pour tout z € R, x # 0, il existe un unique élément noté z ! € R, appelé inverse

dex,telquex-x_lzx_l-le.

Y
= e

Souvent, on écrit zy au lieu de x - y.
Siz,y € Retsiy # 0, on peut définir leur division :

x%y::m-y_l.

En général, on écrit ¢ au lieu de z + y.

Remarque 1.1. Q est aussi muni de ces opérations, et les mémes propriétés sont
satisfaites. Ce n’est pas le cas de N (dans lequel, par exemple, 3 n’a pas d’opposé),
ni de Z (dans lequel, par exemple, 2 n’a pas d’inverse).

1.3 Ordre: <, >, <, >

La deuxieme caractéristique de I'ensemble des nombres réels est que deux réels =,y
peuvent toujours étre comparés. Siils sont égaux, x = y, iln’y a pas lieu de les comparer,
mais si ils sont distincts,  # y, alors il y en a nécessairement un qui est plus petit que
l'autre :

* Siz est plus petit que y, on note = < .

* Si z est plus grand que y, on note = > y.

Le fait que 1’on puisse ainsi comparer n'importe quelle paire de réels distincts repré-
sente ce qu’on appelle un ordre total .

L’ordre total représente l'intuition que nous avons pour la position relative de deux
points sur une droite. z < y : “x est a gauche de y”, z > y : “z est a droite de y”,

r <y

5 e
= e
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1.4. Intervalles

Lorsqu’on veut comparer deux réels sans forcément se préoccuper de savoir s’ils sont
distincts :

* Si z est plus petit ou égal a y, on note x < y.
* Si z est plus grand ou égal a y, on note = > y.

Exemple 1.1. Toutes les inégalités ci-dessous sont vraies :
0<i<1, 121, 3<m<4<A4l.

Par contre, les suivantes sont fausses :

0>0, -1 < -2, 0.99999--- < 1.

Enoncons les propriétés des relations “<, >, <, >":
1) Pour toute paire z,y € R, on a soit x < y, soity < z.Sion a ala fois z < y et
y < x,alors z = y.
2) x < x pour tout x € R.
3) Siz <yety < z alors z < z.
4) Siz < y,alors z + 2z <y + z pour tout z € R.
<

5) Sio<zet0O<y,alors0 <z y

Informel 1.1. La troisieme propriété est constamment utilisées en analyse. En ef-
fet, pour montrer qu'un nombre z est plus petit ou égal a un nombre z, on passera
souvent par l'utilisation d"un réel intermédiaire y, et on vérifiera les deux relations
“r <y”, "y < 2”7, qui ensemble garantissent que x < z.

7

1.3.1 Signe

Un réel x € R est dit
* positif (resp. strictement positif) si z > 0 (resp. z > 0),
* négatif (resp. strictement négatif) si x < 0 (resp. z < 0).

1.4 Intervalles

Avant de compléter la définition de R, utilisons les relations d’ordre, <, <, >, >, pour
introduire certains sous-ensembles particuliers de R appelés intervalles.

Soient a,b € R, a < b. On définit les intervalles bornés :

[a,b] :={x €R :a<x<b}, (1.1)
la,b[:={z €eR : a <z <b}, (1.2)
[a,b[:={z €R : a <z <b}, (1.3)
la,b) :={x €R : a<x<b}, (1.4)
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1.5. Valeur absolue et distance

On dit que |a, b[ est ouvert, et que [a,b] est fermé. (On reviendra plus loin sur les no-
tions d’ensemble borné/ouvert/fermé, qui sont générales et ne s’appliquent pas uni-
quement aux intervalles.) Pour représenter ces intervalles graphiquement, on utilisera
une boule pleine pour indiquer que I'extrémité de l'intervalle est inclue, et vide pour

indiquer que I'extrémité est exclue. Donc on représente [a, b[ comme suit :

D . —————— . ® S

o

b

Ensuite, introduisons les intervalles non-bornés :

On définit en particulier les ensembles des réels positifs et strictement positifs,

[(={zeR:z>a},
Ja,4o0[:={x €R : x> a},
| ={z R :z<b},
[(={zeR: x<b}.

R, :={zeR:xz>0}=10,00[,
RY :={z € R: x> 0} =0, 00],

ainsi que les ensembles des réels négatifs et strictement négatifs,

Ro:={reR:z<

O} :]—O0,0],

R* :={z eR:2 <0} =] —00,0[.

1.5 Valeur absolue et distance

(1.5)
(1.6)

(1.7)
(1.8)

2] == 4 0

—X

Définition 1.1. La valeur absolue de x € R est définie par

siz >0,
six=0,
siz <O0.

Exemple 1.2.

* Puisque { > 0,ona || = 1.

* Puisque —3 < 0,ona | — 3| = —(—3) = 3.

Les propriétés suivantes suivent de la définition : pour tous z,y € R,

1) |z >0
2) | —z|=|z|
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1.5. Valeur absolue et distance

3) || = 0sietseulementsiz =0

4) —lz] <z <7

5) Sia > 0, alors |z| < a si et seulement si —a < x < +a.
6) |z -yl = [x]- |yl

7) Siy #0, || = ﬁ

8) Si on divise un réel non-nul = par sa valeur absolue, on obtient son signe :

r )+l six>0,
|| -1 siz<O.

Proposition 1.1. (Inégalité triangulaire) Pour tous =,y € R,

|z +y| < |z| +y| .

Preuve: Si x + y > 0, alors
24yl =z +y < |z]+ [yl

Siz+y <0, alors
lz+yl=—(z+y)=(—2)+ (~y) < |2+ |y|.

O

L'inégalité triangulaire sera utilisée trés souvent lorsqu’on aura besoin d’estimer des
sommes de réels. Plus précisément, considérons la somme de deux nombres z et y, que
'on sait étre “petits” dans le sens o1 on a trouvé un € > 0 tel que |z| < cet |y| < . (Re-
marquons que ceci n'implique rien sur les signes des nombres z et y.) Alors, I'inégalité
triangulaire permet de garantir que

lz+y| < |z + |y <ede=2e,

et donc
—2e<r+y<2e.

Remarque 1.2. On peut utiliser la valeur absolue pour caractériser le nombre “zé-
ro” : c’est I'unique nombre dont la valeur absolue est plus petite que tout nombre
positif :

r=0<=|z|=0<|z|<e Ve>0.

1.5.1 Distance

La valeur absolue permet de mesurer la proximité de deux réels z, y, € R, en définissant
leur distance :
dist(x,y) := |z — y|.
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1.6. Supremum et infimum

Lemme 1.2. (Propriétés de la distance)

1) dist(z,y) > 0 pour tous z,y € R. De plus, dist(z,y) = 0 si et seulement si
T =1y.

2) dist(x,y) = dist(y, z) pour tous z,y € R

3) Pour tous z,y, z € R,

dist(x,y) < dist(z, z) + dist(z,y) .

Preuve: Les deux premiéres affirmations suivent directement des propriétés de la valeur abso-
lue. Pour la troisieme, on insére —z + z = 0, et on utilise 1'inégalité triangulaire :
dist(z,y) = [ —y| = [(z = 2) + (2 = y)|
<z =zl + ]z -yl
= dist(z, z) + dist(z,y) .
Remarque : En géométrie Euclidienne, 1'inégalité triangulaire dit que le chemin direct allant

dun point A a un point B est plus court que tout autre chemin (rectiligne) passant par un
point intermédiaire C :

c

.y

dist(A, B) < dist(A4, C) + dist(C, B) .

On utilisera souvent les équivalences suivantes :

dist(z,a) <e <= |r—a|<e
<~ a—c<r<a+e
< x€fa—c,a+¢

x

a-g (1§ a+g

1.6 Supremum et infimum

Ici, nous introduirons la propriété cruciale qui différencie les réels des rationnels. En
particulier, nous verrons comment cette propriété permet de garantir que dans R,
’équation z* = 2 possede bel et bien une solution.

Avant de commencer, il nous faut introduire un peu de terminologie.
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1.6. Supremum et infimum

1.6.1 Minimum, maximum

L’ordre introduit plus haut sur R permet de distinguer certains éléments d’un sous-
ensemble de R.

Définition 1.2. Soit A un sous-ensemble non-vide de R.

* Un élément z* € A est dit maximal si z < 2* Vo € A. On dit aussi que z* est
le maximum de A, et on note : £* = max A.

% Un élément 2, € A est dit minimal si z, < 2 Vo € A. On dit aussi que z, est
le minimum de A, et on note : z, = min A.

Exemple 1.3.

max{—1,—-3,-5,2,1} =2
min{—1,-3,-5,2,1} = —5.

On réalise que quand un ensemble contient un nombre fini d’éléments, alors il possede
toujours un minimum et un maximum. En d’autres termes, une liste finie de nombres
contient toujours un plus grand et un plus petit élément. Par contre, lorsque I'ensemble
posseéde un nombre infini d’éléments, 1'existence d’un minimum ou maximum n’est
plus garantie.

Exemple 1.4. Vu comme sous-ensemble des réels, 'ensemble des entiers N =
{0,1,2,3,...} C R possede un élément minimal, min N = 0, mais il ne possede
pas d’élément maximal.

Exemple 1.5. Considérons I'ensemble (la couleur, c’est juste pour voir 'ensemble
sur le dessin du dessous) de tous les nombres de la forme = = %, oun > 0 estun

entier :
A={1,1,1 11 1

79293947 5
Clairement, A possede un élément maximal : z* = max A = 1. En effet, z < 1 pour
toutz € A, etdeplusl € A:

O nty ¥y Y2 4
e B e o o ’.
max (A)

Par contre, A ne possede pas de minimum. En effet, aucun élément de A n’est plus
petit que les autres.
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1.6. Supremum et infimum

Exemple 1.6. Soit B = [0, 1|. D’abord, B possede un minimum, donné par z, =
min B = 0. (En effet, 0 < z pour tout z € B, et 0 € B.) Par contre, B n’a pas de
maximum. En effet, pour tout x € B, il existe toujours un autre élément 2’ € B tel

que z’ > z. On peut par exemple prendre 2’ := #+, qui est le point milieu entre x
etl:

0 z z' 1

> e ®

Donc aucun élément de B n’est maximal.

Exemple 1.7. Considérons le sous-ensemble de R :
C={reQ:z<2}.

Par définition, C' est composé de tous les rationnels = = g, tels que § < 2.0na
donc, par exemple, 2 € C, L € C, 18 € C, etc.

C n’a pas de minimum puisque —n € C pour tout entier n, et C' n’a pas de maxi-
P

. p . EJr
mum non plus puisque pour tout 2 € C, On a aussi
q 2

1.6.2 Majorants, minorants

Définition 1.3. Soit A C R.

1) A est majoré si il existe M/ € R tel que x < M pour tout z € A; on dit qu'un
tel M majore A, ou que c’est un majorant pour A.

2) A est minoré si il existe m € R tel que x > m pour tout x € A; on dit qu'un
tel m minore A, ou que c’est un minorant pour A.

3) Si A est a la fois majoré et minoré, il est borné.

Exemple 1.8. B = [0, 1] est majoré; M = 1, M = 2 sont des majorants. En fait,
n’importe quel M > 1 majore B.

Par contre, M = 0.9 n’est pas un majorant; en effet, si on prend par exemple le
point z = 0.95, alors x € B, et x > M. B est aussi minoré : n'importe quel réel
m < 0 minore B.

*3

M
.
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1.6. Supremum et infimum

Informel 1.2. Un ensemble A est borné si et seulement si il peut étre “rangé dans
une boite”, c’est-a-dire placé a l'intérieur d’un intervalle [m, M|, ot m et M sont
des nombres finis.

Exemple 1.9. Vus comme sous-ensembles de R,

% N est minoré puisque 0 < n pour tout n € N. Par contre N n’est pas majoré.
En effet, pour tout M € R, il existe un n € N tel que n > M. Nous utiliserons
ceci constamment par la suite.

* Z n’est ni minoré, ni majoré.

1.6.3 Supremum, infimum

Passons maintenant a la notion essentielle de ce chapitre sur les réels :

Définition 1.4. Soit A C R un ensemble non-vide.
Un réel s € R est appelé borne supérieure (ou supremum) de A si
1) s majore A (c.-a-d. que z < s pour tout z € A),

2) s est le plus petit majorant de A (c.-a-d. que pour tout s’ < s, il existe x € A
tel que z > ).

Si s est supremum de A, on le note s = sup A.
Un réel s € R est appelé borne inférieure (ou infimum) de A si
1) s minore A (c.-a-d. que =z > s pour tout x € A),

2) s estle plus grand minorant de A (c.-a-d. que pour tout s’ > s, il existe z € A
tel que =z < ¢').

Si s est I'infimum de A, on le note s = inf A.

Remarque 1.3. Il est clair que
* Si A posséde un élément maximal, alors sup A = max A.
* Si A possede un élément minimal, alors inf A = min A.

Mais en général, le maximum et le minimum peuvent ne pas exister, alors que le
supremum et I'infimum comme on verra, existent toujours dans les réels.

On reformulera souvent la deuxieme condition, dans le supremum par exemple, en
disant que pour tout ¢ > 0 il existe un x € A tel que

s—e<zr<s.
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1.6. Supremum et infimum

Informel 1.3. (Interprétation “physique” de I'infimum et du supremum pour un
ensemble borné.) On a dit qu'un ensemble A borné peut toujours étre “rangé dans
une boite” [m, M]. Et bien parmi toutes les boites qui contienne A4, la plus petite est
celle pour laquelle m = inf A et M = sup A.

Exemple 1.10. Reprenons l’ensemble de tout a I'heure :

— 1111 1 1
A={L,3300 omn )
Puisque 1 € A et que tout x € A est plus petit ou égal a 1, 1 est I’élément maximal
de A, etsup A =max A = 1.

Vérifions maintenant que inf A = 0. D’abord, 0 minore A puisque tout nombre
de la forme L est plus grand ou égal a 0. Pour montrer que 0 est le plus grand
minorant, considérons un nombre quelconque s’ > 0, et montrons que s’ n’est pas
un minorant pour A. En effet, si s > 0, alors il existe un entier n > 1 tel que n > ﬁ,
ce qui est équivalenta + < s’ Or comme + € A, ceci montre que s’ minore pas A.

On a donc bien montré que 0 est le plus grand minorant : inf A = 0.

(o] assssus % ‘/3 "z_ 1
e o & ;
max (A)

Exemple 1.11. Soit encore B = [0, 1|. On a vu que B n’a pas de maximum; mon-
trons maintenant que sup B = 1.

1) Premierement, on a = < 1 pour tout z € B, donc B est majoré par 1.

2) Deuxiemement, si s’ < 1, alors il existe # € B tel que & > s’. En effet, si s’ < 0,
n'importe quel = € B suffit. Sinon, si 0 < s’ < 1, on peut par exemple prendre
~ . s'+1

Ensuite, on a inf B = 0. En effet, 0 est le plus grand minorant :

1) 0 < z pour tout x € B, et

2) pour tout s’ > 0, il existeunz € Btel que z < &'

1.6.4 La différence entre R et Q

Passons a I’axiome qui confére a R une propriété qui permet de 1'utiliser pour faire de
I'analyse : Dans R,

* tout ensemble non-vide majoré possede un supremum,

* tout ensemble non-vide minoré possede un infimum.

Pour des ensembles qui ne sont pas bornés, la convention suivante est parfois adoptée
(ce n’est qu'une notation) :
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1.7. Solutions de 22 = 2

* Si A n’est pas majoré, sup A :
x Si A n’est pas minoré, inf A := —oo.

Exemple 1.12. Calculons I'infimum/supremum de I’ensemble
B={zeRy :sin(z) >1i}.

Remarquons pour commencer que

& ze|X+2km, X +2%n[, kel

N[ =

sin(z) >

Comme on veut = € R, on doit se restreindre a k£ € N, ce qui donne

B=|J]%+2kn, 2 + 2kn|

keN

On a donc inf B = %, et comme cet ensemble n’est pas majoré, sup B = +o0.

1.7 Solutions de z2 =2

Revenons a la question posée précédemment : si I'équation

22 =2

ne possede pas de solution dans Q, en posséde-t-elle une dans R?

Montrer qu'il existe effectivement un = € R tel que z*> = 2, “directement” est trop
difficile. On fait donc un petit détour, en commencant par définir I'ensemble

A={rcR, : 2? <2},

Remarquons que par exemple 0 € A, ou encore 1 € A, et donc A n’est pas vide.

Lemme 1.3. An’a pas d’élément maximal.

Preuve: 11 s’agit de montrer que pour tout élément z € A, il existe toujours un 2’ € A qui est

strictement plus grand que x.
Cherchons un 2’ de la forme z/ = « + %, avec n € N*. Dans ce cas,

2z 1
2 2 2
Puisque n > 1, on peut majorer : % < % Ainsi,
x’2<x2—|—2—x—|—l: 2+2x+1‘
n n n
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1.7. Solutions de 2% = 2

Puisqu’on veut 2’ € A, c’est-a-dire 2’2 < 2, imposons

2x +1
n

x2+

<2,

qui est équivalente a

2 +1

2—22’

Le membre de droite est bien défini et positif puisque 2 — 2% > 0. Et un n satisfaisant a cette
propriété existe toujours puisque, quelle que soit la valeur de 223 il existe toujours un n plus
grand que ce nombre (ceci découle du fait que N n’est pas majoré). Si on prend un tel n, on a
doncx’::c—F% >z, et

n >

2z 1
a;'?:(x—i-%)Q: 2+?+ﬁ
9 2z 1
<zo A+ — 4=
non
_ 2 2z +1
n
2z 41
<o’ + g =2
2—x2
Ceci montre que A n’a pas d’élément maximal. O

Ensuite, remarquons que A est majoré : x < 3 pour tout x € A. En effet, si z > 3, alors
22> 9> 2,etdoncz € A.

On peut maintenant considérer le réel défini comme le supremum de A :

s:=supA.

Théoréme 1.1. Le nombre s défini ci-dessus satisfait s*> = 2.

Preuve: Si on avait s € A, cela impliquerait que s est un élément maximal pour A. Comme on
vient de voir que A ne posseéde pas d’élément maximal, on en déduit que s € A, et donc que

Nous allons maintenant montrer que
2
s < 2.

Pour ce faire, commencons par définir le réel

_2+52
- 2s

M :

et montrons que M majore A. En effet, observons que si x > M, alors

22 = (s+ (z —5))? = s> + 2s(x — 5) + (x — 5)?
———
>0
> 5%+ 2s(x — 5)
> 52 +2s(M — s)

= 32+23(2‘5j2 —s) =2,
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et donc z € A. Ceci implique que si x € A, alors x < M ; donc M majore A. Mais, comme s est
par définition le plus petit majorant de A, on a que s < M, c’est-a-dire

2 2
s < ts ,
2s
qui est équivalente a s* < 2.
Comme s? est a la fois > 2 et < 2, ceci implique s? = 2. O

Le nombre s est appelé racine carrée de deux, et est noté
s=2.

Puisque V2 € R mais v2 ¢ Q comme on a vu, V2 est par définition irrationnel .

1.7.1 La fonction “racine”

On peut, en utilisant la méme idée que celle présentée dans la preuve de la section
précédente, montrer que pour tout y € R, , I'équation

ZEQ =Yy
possede une solution dans R .
Cette analyse montre que la fonction
f Ry >Ry
x> 2’

et une surjection. On montre ici (lien!) que c’est également une injection, et donc que
cette fonction est une bijection.

Siy > 0, I'unique z > 0 tel que 2> = y se note z = VY, et se nomme racine carrée de y.
Toute la fonction réciproque s’appelle la fonction racine carrée :

f_1:R+—>R+
T T

Comme on sait, son graphe s’obtient en réfléchissant celui de f(z) = 2? a travers la
diagonale du premier quadrant :
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1.8. Densité dans R

Remarque 1.4. La méthode se généralise, et permet de montrer que pour tout
n € N*, et pour tout y € R, I’équation

=y

possede une unique solution dans R, . Celle-ci se note {/y et se nomme racine n-
eme de y.

L'utilisation de la notion de supremum/infimum, pour construire la racine carrée ci-
dessus, n’est évidemment qu'un exemple de ce que 1’on peut faire dans les réels. Comme
on verra dans la suite, 'utilisation de ces notions sera utilisée constamment, et fournira
un socle sur lequel toute 1’analyse réelle pourra étre construite.

1.8 Densité dans R

Intuitivement, méme si les rationnels sont un sous-ensemble (strict) des réels, ils doivent
quand-méme étre un peu “partout” sur la droite des réels, dans le sens o1 on doit pou-
voir en trouver dans n'importe quelle région de la droite, aussi petite soit-elle. On
caractérise ceci précisément a 'aide de la notion de densité.

Définition 1.5. Un sous-ensemble £ C R est dense dans R si pour toute paire
z,y e R,z <y, ilexisteunz € Etelque z < z < y.

Il est clair que R est dense dans lui-méme, puisque pour toute paire z,y € R, z < y, on
peut toujours considérer le point milieu z := Zf¥. Donc entre deux réels quelconques
distincts, il y a toujours un autre réel.

Ce qui est plus intéressant, ce sont les ensembles denses dans R qui sont des sous-
ensembles stricts de R, c’est-a-dire qui sont plus petits que R.

Théoreme 1.2. L’ensemble des rationnels QQ est dense dans R.

Dans la preuve de ce théoréme, nous utiliserons la notion suivante.

Définition 1.6. Pour tout = € R, la valeur entiére de z, notée | x|, est le plus grand
entier n € Z tel que n < x.

Exemple 1.13.
3=1. l-)=-1. [=V2]=-2, |n]=

La définition de |z | implique
lz] <z <|z]+1 VreR.

Donc I'image qu’il faut garder en téte est la suivante :
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1.8. Densité dans R

7 X
LxJ Lxl+4

Cette derniere peut aussi s’écrire
r—1<|z|] <z Ve e R.

Passons a la preuve du théoreme.

Preuve: Soient deux réels x < y, et soit n un entier suffisamment grand, tel que n > ﬁ On
rappelle qu'un tel entier existe car N n’est pas borné. Posons maintenant

1
ro= 7Lnxj + .
n

Comme c’est un quotient de deux entiers, r est rationnel. Et puisque

nr—1< |nx| <nx,

ona Dot .
ne — nx
fnz—1)+1 <r< i ;
n n
—— S——
=T :z+%<y
ce qui implique z < r < y. ]

La conséquence principale de ce résultat est que 'on peut approximer les réels par des
rationnels, dans le sens suivant :

Corollaire 1.1. Soit z € R un réel quelconque. Alors pour tout ¢ > 0, il existe un
rationnel £ € Q tel que [z — 2 <e.

Preuve: Posons 2/ := x—¢, 1y’ = x+e. Parle Théoréme, il existe un rationnel g tel que 2’ < g <1y,
ce qui implique bien que —¢ < z — % < He. O

En particulier, n'importe quel irrationnel peut étre approximé par un rationnel, a un
degré arbitraire de précision.

Exemple 1.14. Nous avons donné des approximations de 7 dans l'introduction.
Dans le langage de la présente section, ces approximations s’expriment ainsi :

22

- 2| <001

‘ 333

’7T —_— —
106
‘ 103993

733102

< 0.0001

< 0.000000001

Donc méme si 7 est irrationnel, on sait maintenant qu’on peut fixer un € > 0 aussi
petit que I'on veut, et le théoréme garantit qu'il existe un rationnel £ a distance au
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1.9. Ensembles ouverts et fermés

pluseden:

I se trouve que les irrationnels, eux aussi, permettent d’approximer n’importe quel
réel :

Théoréme 1.3. L'ensemble des irrationnels R \ Q est dense dans R.

Preuve: (exercice) O

On utilisera souvent les deux résultats ci-dessus, de la facon suivante : Si x € R est un
réel quelconque, alors quel que soit € > 0 (sous-entendu : aussi petit que 1’on veut), il
existe toujours un rationnel r, € Q et un irrationnel i, € R\ Q tels que

r€lr—e,xt+el, WElr—extel.
1.9 Ensembles ouverts et fermés

La notion de “ouvert/fermé”, introduite précédemment pour les intervalles, est en fait
une notion plus générale, et s’applique a d’autres sous-ensembles de R :

Définition 1.7. Soit G C R.

1) G est ouvert si pour tout = € G il existe un € > 0 tel que
lt —e,x+€[C G,

c.-a-d. tel que 2’ € G pour tout 2’ €|z — ¢, 2 + €.

2) G est fermé si son complémentaire (c.-a-d. G° := R \ G) est ouvert.

Un intervalle ouvert (au sens des sections précédentes) est effectivement ouvert au sens
de la définition qui précede :

Exemple 1.15. Considérons G =|0, 1[. Si on fixe un € G quelconque, alors en
prenant un nombre ¢ > 0 qui est a la fois plus petit que |z| (distance de = a I'ex-
trémité gauche de l'intervalle) et que |z — 1| (distance de z a 'extrémité droite de
l'intervalle), alors l'intervalle |z — €, = + €] est entierement contenu dans G. Claire-
ment, le choix du € dépend de ou1 se trouve z : plus « est proche du bord, plus ¢
doit étre pris petit. L'essentiel est que pour tout = € G, on trouve toujours un ¢ > 0
tel que |z — €,z + €[C G. (Sur I'animation ci-dessous, on a épaissi un peu pour y
voir quelque chose.)

————— e = 0.400
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1.9. Ensembles ouverts et fermés

De la méme fagon, on montre que les intervalles de la forme | — 0o, a[ et |b, +00] sont
ouverts.

Exemple 1.16. G = {z € R : 2? < 2} est ouvert (voir exercices)

Proposition 1.2. Si un ensemble G C R est une union d’ensembles ouverts, alors
il est ouvert.

Preuve: On donne la preuve dans le cas ot G est une union finie d’ouverts Gy, :
G=G UGy UG3U---UG,.

Siz € G, alors il existe au moins un indice k& tel x € Gj. Mais puisque Gy, est ouvert, on sait
qu’il existe € > 0 tel que |x — ¢,z +£[C G. Comme G, C G, ceciimplique |z —¢,x+¢[C G. O

Exemple 1.17. Considérons G = [a,b]. Cet ensemble n’est pas ouvert, puisque
quel que soit la valeur de € > 0, I'intervalle Ja — ¢, a + ¢[ contient des points qui ne
sont pas dans G (utilisez ’animation ci-dessus pour 'apprécier!). De plus, puisque
son complémentaire est

G° = [a,b]° =] — o0, a[U]b, +0],

qui est une union d’ouverts, G¢ un ouvert. Donc G est fermé.

Exemple 1.18. * Un ensemble contenant un seul point, {z}, est fermé. En ef-
fet, son complémentaire est {z}° = |—oo, z[ U]z, +00[, qui est ouvert.

* 7 est fermé. En effet, son complémentaire est

z¢ = Jn,n+1[,

ne’l

et donc une union d’ouverts, donc c’est un ouvert.

I1 existe des ensembles qui ne sont ni ouverts, ni fermés.

Exemple 1.19. Sia < b, alors I = [a, b] n’est ni ouvert ni fermé. En effet,
% I n’est pas ouvert, car si on prend = = q, alors il n’existe aucun € > 0 tel que
le —e,x+e[C I

* I n’est pas fermé non plus, parce que son complémentaire est /¢ =|—o0, a[U[b, +0o0],
et si on prend cette fois 2’ = b, alors il n’existe aucun € > 0 tel que |z’ — ¢, 2’ +
elC I°.
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1.9. Ensembles ouverts et fermés

Exemple 1.20. Q n’est ni ouvert ni fermé.

* Q n’est pas ouvert. En effet, fixons un r € Q. On a dit plus haut que les
irrationnels sont denses dans R, donc quel que soit ¢ > 0, l'intervalle |r —
e, 7 + €[ contient toujours un irrationnel. Donc il n’existe aucun ¢ > 0 tel que
Jr—e,r+elC Q.

* Q n’est pas fermé. En effet, son complémentaire est 'ensemble de tous les
irrationnels, et n’est pas ouvert non plus : puisque les rationnels sont denses
dans R, pour tout irrationnel y, un intervalle |y — ¢,y + ¢[ contient toujours
un rationnel, quel que soit ¢ > 0.
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Chapitre 2
Nombres : C

2.1 Introduction

Les nombres complexes sont apparus de maniéere “accidentelle”, en 1545, lorsqe Car-
dan généralisa une méthode (inventée par Tartaglia) pour résoudre des équations du
troisieme degré de la forme

2 +pr+q=0,

en la variable réelle z. Sa méthode était innovante du fait qu’elle passait par un calcul
qui manipulait “y/—1” comme si c’était une quantité réelle.

Une vidéo qui présente I'histoire de cette méthode : How imaginary numbers were
invented (Veritasium)

Ce n’est que plus tard que les complexes furent introduits et étudiés de maniere systé-
matique, par Gauss en particulier.

Apres les avoir introduit de maniéere axiomatique, nous présenterons quelques notions
élémentaires au sujet des nombres complexes, en particulier leur représentation dans
le plan complexe, et la formule de Moivre. Nous utiliserons aussi quelques-unes de leurs
propriétés dans la factorisation de polyndmes, qui sera utilisée tout a la fin du cours
dans le calcul de certaines primitives de fonctions réelles.

2.2 Définition

Comme R, I'ensemble des nombres complexes, noté C, est un corps, c’est-a-dire un
ensemble muni des opérations +, —, -, +, satisfaisant aux propriétés usuelles.

Ce qui rend ce corps particulier est qu’il est formé de paires de réels, pour lesquelles la
définition d"un produit “.” n’est pas forcément naturelle :

Définition 2.1. On note C I'ensemble des paires de réels, z = (z, y), muni des deux
opérations suivantes. Si z = (z,y) et 2’ = (2/,v/),

x leur addition est définie

2+ = (z+2y+y),
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2.2. Définition

% et leur multiplication par

Fo 7 e= (IZL’/ = yy/, xy/ + x/y) .

Exemple 2.1. (1,2)-(—3,4) = (—11,-2).

Exemple 2.2. (a,0) - (z,y) = (az —0-y,ay + 0 - z) = (az, ay).

Lemme 2.1. (Propriétés des opérations + et -)
1) z+ 2 = 2’ + z pour toute paire z, 2’ € C
2) 24+ (2 +2") = (2+2)+ 2" pour tous z, 2, 2" € C
3) L'élément (0, 0) est appelé élément neutre pour I’addition, puisque 2+(0,0) =
(0,0) + z = z pour tout z € C.

4) Pour tout z € C il existe un unique élément noté —z € C et appelé opposé de
z, tel que z + (—z) = 0. En fait, si z = (z,y), alors —z = (—z, —y) = (—1,0) - 2.

Q1

z-2 =2 zpourtous z,2 € C

7

8) L'élément (1,0) est appelé élément neutre pour la multiplication, puisque
(1,0)- 2z =2-(1,0) = z pour tout z € C.

)

6) z- (¢ -2") = (z-2) 2" pour tout triplet 2, 2/, 2" € C
) z-(Z+2") =22+ 2 -2 pourtous 2,7, 2" € C,
)

9) Pour tout z € C, z # (0,0), il existe un unique élément appelé inverse, noté
271, tel que
z-27t=2"12=(1,0).

En fait, si z = (z,y) alors

o )
$2+y2’$2+y2 :

Preuve: (Voir exercices.) O

* Une fois que l'on a 'addition et la notion d’opposé, on a aussi une soustraction :
siz’, 2" € C, on définit leur soustraction :

Z/ _ Zl/ = Z/ + (_ZH) .

* Une fois que I’on a la multiplication et la notion d’inverse, on a aussi une division :
siz, 2z € Cetsiz # 0, on définit leur division :
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2.2. Définition

Informel 2.1. Remarquons que I’on n’introduira pas d’ordre total sur C, c’est-a-dire
que 'on ne définira pas, comme on le fait sur R, de symboles tels que “<, >, <, >".
En effet, entre (1,2) et (2, 1), lequel définir comme étant le “plus grand” ?

2.2.1 Un sous-ensemble de C identifié avec R

Remarquons que sur le sous-ensemble de C formé des paires dont la deuxiéme com-
posante est nulle, (x,0), on a les propriétés suivantes :

x (2,0) + (21,0) = (# +/,0)
* (x,0) - (2,0) = (z2',0)
* Opposé : —(z,0) = (—z,0)
x Inverse : Si z # 0, alors (z,0)~! = (271,0)
Ces propriétés montrent que les nombres complexes (x,0) se comportent essentielle-

ment comme des nombres réels. Ceci meéne a faire 'identification suivante, méme si
elle représente un abus de notation :

“R={(z,0)eC : zeR}

Cela signifie que dorénavant, nous ferons comme si R était un sous-ensemble de C. De
plus, lorsqu’aucune ambiguité n’est possible, on écrira simplement “z” pour un réel,
au lieu de “(z,0)”. Par exemple, 0 sera considéré comme étant (0, 0). Cette simplifica-
tion aura I'avantage de faciliter 1’écriture et la lecture d’expressions.

2.2.2 L’équation z? + 1 = 0 et le nombre i
Définissons le complexe
i:=(0,1).

On remarque que
(_i>2 =i = (07 1) ’ (07 1) = (_170> = -1,

et donc que i et —i sont solutions de I"équation
Z+1=0.

En d’autres termes, dans C, le polynome 22 + 1 peut étre factorisé (ce qu’on ne peut pas
faire dans les réels!) :
Z2H+l=(z-i)(z+i).

Puisque i est un complexe dont le carré vaut —1, on pourra abuser un peu de la notation
suivante :
I=v-1.

“Toutes les expressions comme y/—1, /=2, ... sont des nombres impossibles ou imagi-
naires, puisqu’ils représentent les racines carrées de quantités négatives; de ces nombres,
nous pouvons seulement affirmer qu’ils ne sont ni zéro, ni supérieurs a zéro, ni infé-
rieurs a lui, ce qui nécessairement les rend imaginaires ou impossibles. ”
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Leonhard Euler, env 1750

Remarquons que

2.2.3 Partie réelle, partie imaginaire

On peut maintenant écrire, pour tout complexe (z,y) € C,

(z,y) = (2,0) +(0,y) = (2,0) + (0, )y = = + iy,

Ainsi, 'expression du produit de (z,y) = x + iy et (2/,y') = 2’ + iy se retrouve facile-
ment :

(z,y) - («,y) = (x +iy)(a" +iy')
= za’ + ayi + 2yi + gy’ i
=-1
= (z2’ —yy') +i(zy + 2'y)
= (zz' —yy,zy +2'y).

Définition 2.2. Si:z = (z,y) =z + iy,
* Re(z) := z est la partie réelle de 2.

* Im(z) := y est la partie imaginaire de 2.

On a

Re(z + 2') = Re(z) + Re(?),
Im(z + 2') = Im(z) 4+ Im(2') .
Comme on a dit plus tot, les nombres sans partie imaginaire (Im(z) = 0) sont identi-

fiés avec les réels. Aussi, les nombres sans partie réelle (Re(z) = 0) sont les nombres
purement imaginaires. En particulier, i est purement imaginaire.

2.24 Conjugué et module

Remarquons que
(v +iy)(z —iy) = 2" +¢°.

Ceci meéne naturellement a introduire deux notions :

Définition 2.3. Si: =z + iy,
* le complexe Z := = — iy est appelé complexe conjugué a z,
* leréel |z| := /22 + y? est appelé module de z.
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Lemme 2.2. Le conjugué et le module jouissent des propriétés suivantes :

1) z==z2 6) |z| = ||

2) z=7Zsiet seElement sizeR 7) &) = %

3) 2+ 2 =242 -

4) 22 =37 8) Z;ZZRGZ

5) 2z = |z|? 9) &2 =Imz
Preuve:

1) Siz =z + iy, alors

Z=xtiy=zx—iy=zr+iy==z.

2) Siz = x + iy, alors z = Z si et seulement x + iy = x — iy, qui signifie y = —y, c’est-a-dire

2y =0, et donc y = 0. Ceci signifie bien que z est réel.
3)

4)

=7z .

5) 2z = (z+iy)(z—iy) =2 + 4 = |z

6) [2| = |z —iy| = Vo> + (-)* = Vo> + 7 = |2
7)

g) =iF — latiutaziy) _

X

9) == — iy i) _

On peut calculer une division % en divisant et multipliant par le conjugué de 2’ :

z xtiy  (r+iy) (@ —iy)

o ! + iy’ o (l" + iy’)(x’ _ iy’)

v’ +yy' +i(yr’ — zy’)
.,1:/2 + y/2

xx' +yy L yx' — xy

$’2 +y/2 ! x/Q +y/2 '
- P

-~

—Re(2) ~Im()

2.1)
(2.2)

(2.3)
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Cette expression permet aussi de retrouver la formule pour 'inverse :

41 x .y (x —y)

z = - = — | = s
z  wrtyr 2+ y? r? +y? w2 P

2.2.5 Résoudre des équations complexes simples

Remarque 2.1. Soient z =z + iy, 2/ = 2’ + iy/. Alors

z=2 & r=aety=1vy".

On utilise cette propriété pour résoudre des équations.

Exemple 2.3. Résolvons I'équation du premier degré en z donnée par
z2—3iz—=3+61=0.
Une maniere de procéder est d’isoler z, et de faire la division a I’aide du conjugué :

3—6i 21 L 3
== — i
1-3i 10 10
Sinon, on peut aussi poser z = a + bi, injecter dans I'équation de départ et réarran-

ger:

0 = (a+ bi) — 3i(a + bi) — 3+ 6i
— (a+3b—3)+i(b—3a+6).

Or pour qu'un nombre complexe soit le complexe nul 0 + i0, ses parties réelles et
imaginaires doivent toutes deux étre égales a zéro, ce qui implique que a et b sont
solutions du systeme

a+3b—3=0
—3a+b+6=0,

2l 3

ce qui donne a = 35, L

2.3 Le plan complexe
2.3.1 Identifier C avec le plan cartésien

Il est naturel de représenter un nombre complexe z = (z,y) = x + iy a I’aide d"un point
dans le plan cartésien, dont I’abscisse est = et 'ordonnée y. On remarque alors que le
module |z| n’est autre que la distance qui sépare z de 1'origine, et que Z est obtenu en
réfléchissant z a travers 1’axe Oz :
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2.3. Le plan complexe

2| = 1.879... z

.Z——‘

LJ

Les z purement réels se trouvent sur I'axe Oz, que I'on nomme alors 1’axe réel, alors
que les z purement imaginaires se trouvent sur l’axe Oy, que I’on nomme alors 1’axe
imaginaire. On parle alors du plan complexe.

2.3.2 Représentation polaire : module et argument

Mais il existe d’autres facons de repérer un point dans le plan. Par exemple, on peut as-
socier a tout z € C sa distance a 'origine, donnée par son module |z| = r, et considérer
I'angle orienté ¢ formé par z et 1’axe réel :

r=1.221...
0 = 0.960... r

Siz=z+iy,ona

x = Re(z) =rcosf

y =Im(z) =rsind.

On peut donc écrire z sous forme polaire :

z =r(cosf +isinf).

On appelle 6 'argument de z, et on le note § = Arg(z). Si z = = + iy, et  # 0, son
argument 6 satisfait

tanH:g.
z
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2.3. Le plan complexe

Bien-stir, § étant défini a un multiple entier de 27 prés (puisque sinus et cosinus sont 27-
périodiques), il n’est pas unique. Lorsqu’on considere 1'unique argument pour lequel
6 €] — m, 7], on appelle ¢ I'argument principal de z (comme celui de I’animation ci-
dessus).

Remarque 2.2. Le seul complexe dont on ne définit pas I’argument est z = 0.

Exemple 2.4. Mettons z = 2 —2+/3i sous forme polaire, et calculons son argument

principal. D’abord,
r=|zl=V4+12=4,

et donc

()

Comme 3 = cos(—3) et —‘ég = sin(—%), 'argument principal de z est § = —%. Sa

forme polaire peut donc s’écrire

z =4(cos(—F) +isin(—%))

La représentation polaire des nombres complexes représente des avantages tres im-
portants par rapport a la représentation cartésienne. La principale raison est que 1’ar-
gument possede quelques propriétés remarquables, que nous listons dans une pro-
position. (Comme l’argument n’est pas défini de maniere unique, il faudrait rajouter
partout “modulo 277.)

Proposition 2.1. (Propriétés de 'argument)
1) Arg(z) = — Arg(2)
2) Arg(zz') = Arg(z) + Arg(2')
3) Arg(%) = Arg(z) — Arg(2')

) Arg(=") = n Arg(2)

N
>

Preuve:
1) Suit de l'interprétation géométrique.
2) Siz=r(cosf +isinf) etz =1r'(cost +isinf’), alors
22" =rr'((cosfcosf — sinfsind’) + i(cos Osin 6 + cos ' sin b))

=cos(6+0") =sin(6+6")
= rr’(cos( + 6') + isin(f + ¢"))

Onadonc Arg(z2') = 6 + 6’ = Arg(z) + Arg(2).

3) On calcule
z r cosf +isinf

z' r'cos® +isin@’
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2.3. Le plan complexe

En multipliant et divisant par le conjugué cos 6’ — isin ¢’, et en simplifiant un peu,
3 = 5 ((cos 0 cos¢ +sinfsind’) +i(sin 6 cos# — sinf’ cos 6?))
— 5(605(9 —0') +isin(d — ¢)),
et donc .
Arg(;) =0—0 = Arg(z) — Arg(?)
4) Sin =1iln’y arien a démontrer puisque
Arg(zt) =1- Arg(z).
Supposons que la formule a été démontrée pour n, ¢’est-a-dire supposons que Arg(z") =
n Arg(z). On vérifie que la formule vaut aussi pour n + 1, en calculant
Arg(2"™h) = Arg(2"2)
= Arg(z") + Arg(z)
=nArg(z) + Arg(z) = (n+ 1) Arg(z).

O]

Voyons les conséquences de ces propriétés.
D’abord, on apprend quelque chose sur l'interprétation géométrique de la multiplica-
tion complexe :

Corollaire 2.1. Soit w € C un nombre complexe de module r et d’argument 6.
Alors pour tout z € C, le complexe wz est obtenu en faisant tourner z autour de
l'origine, d’un angle de # = Arg(w) (dans le sens anti-horaire), et en multipliant
son module par 7.

Preuve: En effet, wz a pour module |wz| = |wl||z| = r|2|, et pour argument
Arg(wz) = Arg(w) + Arg(z) = Arg(z) + 6.
O

En particulier, si |w| = 1, la multiplication de z par w revient a simplement faire tourner
z d'un angle § = Arg(w) (sur cette animation, on a représenté le cercle de rayon 1 en
traitillé) :

Wz

Si, plutdt que de multiplier z par un complexe w, on le multiplie par lui-méme, un
nombre arbitraire de fois, on obtient la formule de Moivre :
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2.4. Exponentielle complexe

Théoréme 2.1. (Formule de Moivre) Si z = r(cos # +isin 6), alors pour tout entier

n=?2,
2" = 1" (cos(nb) + isin(nf)) .
Preuve: Par la propriété Arg(z") = n Arg(z), utilisée pour le complexe cos 6 + isinf :
r(cosf + ising))"

=
™ (cos @ + ising)"
= r"(cos(nb) + isin(nd)) .
O

Sur I’animation ci-dessous, on a représenté un complexe z, ainsi que ses puissances 2",
pourn =1,2,3,4,5,6 (déplacer 2!) :

Cette animation permet de voir la formule de Moivre a I'oeuvre, “a I'oeil nu”. En effet,
* 'argument de 2" est égal a 'argument de » multiplié par n, et

* le module de 2" est égale au module de z élevé a la puissance n. Par conséquent,
si |z| < 1 (zestalintérieur du cercle de rayon 1, représenté en traitillé), alors les
puissances 2" sont plus proches de 'origine, et si |z| > 1 (z est a 'extérieur de ce
cercle), alors les puissances 2" sont plus éloignées de 1’origine.)

Informel 2.2. Maintenant que 1'on a compris I'application “mettre au carré dans
le plan complexe”, z — z?, on peut comprendre facilement ce qu’est I’ensemble
de Mandelbrot, en regardant par exemple la premiére moitié de cette vidéo : This
fractal is more complex than the Mandelbrot set (Stand-up maths.

2.4 Exponentielle complexe

Considérons la fonction ¢ : R — C définie par

() :=cosf +isinf.
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2.4. Exponentielle complexe

Par la propriété de I'argument,
p(0)p(0') = (6 + ')

Cette relation n’est pas sans rappeler la propriété de base de la fonction exponentielle
(définie sur R) :

On peut profiter de cette analogie pour introduire une nouvelle fonction sur C :

Définition 2.4. Soit = € C. Alors I’exponentielle complexe est la fonction définie
par
exp: C = C
2+ exp(z) 1= ef®)(cos(Im(2)) + isin(Im(z))).

Remarque 2.3. Dans cette définition, la partie “ef**)” est I’exponentielle clas-
sique (du réel Re(z)), et “cos” et “sin” sont les fonctions trigonométriques usuelles.
En particulier, si Im(z) = 0, c’est-a-dire si z est un nombre réel, alors exp(z) coin-
cide avec “l'exponentielle de z” au sens classique du terme. Pour cette raison, par
abus de notation, nous écrirons souvent “e*” au lieu de “exp(z)”.

Proposition 2.2. (Propriétés de z — exp(z))

/ /
1) e*e* = e*t?

N

|€Z| — 6Re(z)

)
3) Arg(e*) = Im(z)
4) et = ¢* (périodicité dans la direction imaginaire)

Preuve: 1) suit de la formule pour 'argument : si z = z + iy, 2/ = 2/ + i/, alors en utilisant la
fonction ¢,

! ! H !
o7 — ot ) Hiy+y)

= et (cos(y + /) +isin(y +y'))
=" oy +y)
= e"e” p(y)p(y)

= e%e” .

2)Siz =+ iy, alors |e*] = |e"p(y)| = [e”[|p(y)] = |e*] = €.

3) et 4) suivent directement de la définition de €. O
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2.4. Exponentielle complexe

Informel 2.3. La définition de e* donnée ci-dessus peut paraitre un peu arbitraire.
En analyse complexe, I'exponentielle est en général définie par une série (nous ne
traiterons pas des séries complexes dans ce cours) :

n

exp(z) 1= Z % .

n=0 )

On peut montrer que cette définition satisfait a toutes les propriétés énoncées ci-
dessus, et qu’elle coincide avec 'expression que nous avons utilisée pour définir

ez

2.4.1 Exponentielle de nombres purement imaginaires, Formule d’Eu-
ler

L’exponentielle d"'un nombre purement imaginaire iy n’est autre que ¢(y) :
e = cosy+isiny.

Ainsi, la fonction y — € jouit des propriétés suivantes :
* Y =1
* €l = ¢l(-v)

% eveld = oilyty’)

v Lily—y)
el
. Y _e—iy
*x siny = “——
iy —iy
* cosy = “H—

Observons e pour quelques valeurs particulieres de y.

*x €% =1,
*x ek — 1 Vk € Z,
* Formule d’Euler: ¢™ = —1.
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2.4. Exponentielle complexe

2.4.2 Représentation polaire/exponentielle
Siuncomplexe z € Cesttel que |z| = ret Arg(z) = 6, on peut maintenant le représenter
sous forme polaire/exponentielle (on dira plus simplement polaire) :
z=re’.
La formule de Moivre devient maintenant :
2" = (re’)" =" = 1" (cos(nf) + isin(nd)) .

La représentation exponentielle des nombres complexes est tres utile, par exemple
pour calculer des puissances :

Exemple 2.5. Si z = 2 — 24/3i, calculons 2°%.

Calculer cette puissance en multipliant z par lui-méme 998 fois, a I'aide de la défi-
nition du produit complexe uniquement, n’est probablement pas une bonne idée.
Utilisons plutot la forme polaire de z, déja calculée plus haut :

2 = 4¢(-3)
Par la formule de Moivre,
999 _ 1999 ,i(—999%) _ 4999 ,i(—333) _ 4999 ,i(~166-2m—m) (2.4)
_ 4999 6i(—166~27r) ei(—7r) (25)
-1 -1
= —4999 (2.6)

Exemple 2.6.

—i i(=7) . .
(1 |)4_ (\/56( )4: (6'(7%))426(727"):1,

1+i/  \ 2%

Finalement, la notation polaire/exponentielle est utile pour résoudre des équations en
une variable complexe z. Pour cela, on aura souvent besoin de se souvenir que si z, 2’
sont deux nombres complexes écrits sous forme polaire, z = re et 2/ = r'el?, alors

2=z EN r=retf =0 +2kr

pour un entier £ qui peut étre quelconque.

Exemple 2.7. Considérons 1'équation complexe

O

On se rend vite compte, en essayant de poser z = a +ib, que I'approche cartésienne
n’est pas la bonne . Ecrivons plutdt z = re”. Puisque r > 0 (sinon 1'équation n’est
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2.5. Racines de nombres complexes

pas définie), 'équation devient

i0

re 2 :
o i0
(7’6—‘9> =Tren

e|49 — Tel@ .

qui est

On a donc (voir la remarque ci-dessus) r = 1, et
40 = 0 + 2km

ce qui donne # = k2, et donc les solutions sont de la forme z = ¢**". On obtient
exactement trois solutions distinctes en prenant & = 0, 1, 2.

Dans la section suivante, nous verrons 1'utilité de la notation polaire/exponentielle
pour trouver les racines d"un nombre complexe.

2.5 Racines de nombres complexes

Un autre avantage de travailler avec la forme polaire/exponentielle est qu’elle fournit
une approche rigoureuse dans la recherche des racines d"un nombre complexe.

Définition 2.5. Soitw € C etn € N un entier. Un complexe z € C qui satisfait
M=w

est appelée racine n-éme de w.

Remarquons que w = 0 ne posséde qu’une seule racine, car 2" = 0 n'a qu'une seule
solution : z = 0. Mais un complexe w # 0 possede exactement n racines n-émes :

Théoréme 2.2. Soit w = se¥, s > 0. Si n € N,, alors les racines n-emes de w sont
données par

(o= s 1 k=0,1,2,...,n—1}

Preuve: En écrivant z = re?, par de Moivre, 2" = rme™ Donc, 2" = w si et seulement si

rneint — se'?, ce qul entraine

r* =g, nf = o+ 2km,
ou k est arbitraire, ce qui donne
2k
r=1{/s, g— 2T + i .
n
Remarquons que les entiers k£ qui donnent des solutions distinctes sont £ = 0,1,2,...,n — 1.

O

Par l'expression ci-dessus, on voit que les racines n-emes de w sont réparties sur un
cercle de rayon {/s, aux sommets d'un polygone régulier. Voyons quelques exemples.
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2.5. Racines de nombres complexes

Exemple 2.8. Calculons les racines 2-émes (appelées aussi racines carrées) de
—1 4+, qui sont les z tels que

2= —1+i
On utilise le théoreme du dessus. Commeiciw = —1+i = 1/2- 6‘37”, les racines sont
BT fokn 3
=22 :\4/5'6(%—””), k=0,1,

c’est-a-dire

4 i3z 4 jllm
Z0=V2-€% =v2-e5 .

Les racines z; et z; sont sur un cercle de rayon v/2, et leur carré est bien égal a
w = —1 + i (sur 'animation ci-dessous, déplacer z de fagon a ce que 2? = —1 + i) :

_ ; 2
1+ 0 9

zl A

Informel 2.4. Si z* = —1 + i, on pourrait étre tenté d’écrire z = ++/—1 + i, mais
on n’a pas de fonction “racine carrée” dans C! On évitera donc d’utiliser le sym-
bole “y/---” pour les nombres complexes, la fonction z > /z étant une fonction
compliquée de définir rigoureusement sur tout C.

Exemple 2.9. Calculons les racines cubiques de i :

z° =1.
Comme i = 1-¢'%, les racines sont
3 . G +2km oo 2kw
e=V1-e"35 =Gt k=0,1,2,
c’est-a-dire
iT jom j3m
Zp = €6, zZ1 =€ 6, 29 =€ 2

Ces racines sont sur le cercle trigonométrique, aux sommets d"un triangle équila-
téral, rendu visible sur cette animation :
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2.6. Le Théoreme Fondamental de I’Algebre

Z1 Z0 2

L X¢
XS

<2

Exemple 2.10. Calculons les racines sixiemes de 'unité, c’est-a-dire les solutions
de

=1

Sous forme polaire, 1 = 1¢'%, et donc ses racines sixiemes sont
6 - 042k ke
e=V1-e 5 =¢73 | k=0,1,2,3,4,5.

Z3 21

d
]

z 6

L ]
w

F4: Zp

24 Z5

2.6 Le Théoréme Fondamental de 1’Algebre

Soit P(z) un polyndme complexe en z :
P(2) = ag + a1z + ag2® + - - - + a, 2",

ot les coefficients a;, € C. On dit que P est de degré n si a,, # 0.

Si z, € Cest tel que
P(z,)=0,

z, est appelé racine du polyndéme.

On sait que dans les réels, certains polyndmes (comme par exemple z2+1) ne possedent
pas de racines réelles. Dans les complexes, c’est tres différent :
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2.6. Le Théoreme Fondamental de 1’Algébre

Théoreme 2.3. (Théoreme Fondamental de I’Algebre) Dans C, tout polynéme P
de degré n > 1 posséde au moins une racine.

Nous ne donnerons pas la preuve compléte de ce théoreme, mais nous esquisserons
un argument géométrique qui contient 1'idée centrale de 1’argument, sur un exemple.
L’adaptation au cas général ne présente pas de difficulté supplémentaire (méme si des
notions un peu plus avancées sont nécessaires pour l’exprimer rigoureusement).

2.6.1 Idée de la preuve, sur un exemple

Considérons le polyndme suivant, de degré 5,
P(z) = (2+i) +iz+2°.

Ce polyndme contient un terme constant non-nul, 2 4 i # 0, et il ne posséde pas de
racine facilement “devinable”. Pourtant, le Théoreme Fondamental dit qu’il doit pos-
séder au moins une racine. Voyons comment on peut, par un argument géométrique,
se convaincre que c’est effectivement le cas.

Cherchons une racine z écrite en forme polaire,
z=re

Nous allons balayer C avec z, en passant des petites aux grandes valeurs du rayon r >
0; pour chaque valeur fixée de r, on considere tous les arguments possibles 6 € [0, 27].
Nous allons donc “tester” tous les points z € C, en voyant C comme constitué d'une
infinité de cercles centrés a l'origine.

Pour commencer, remarquons que si 7 = 0, alors z = 0, et 'image de ce point par P est
égale au terme constant :
P0)=2+i#0.

Donc z = 0 n’est pas racine de ce polyndme, et on commence a augmenter le rayon.

Pour un r > 0 fixé, considérons le cercle C, C C de rayon r centré a 1’origine (en rouge
sur I’animation ci-dessous).

L'image de C, par P,
P(C,):={P(z) : z€C,},

est une courbe fermée dans C que nous appellerons lacet (en bleu sur I’animation ci-
dessous).

Si le lacet P(C,) touche l'origine, c’est qu’il existe un z € C, tel que P(z) = 0.
Remarquons ensuite que

* Sir est petit, P(C,) est un petit lacet qui entoure P(0) = 2 +1i.

* Sir est grand, alors P(C,) est un grand lacet qui entoure 5 fois 1’origine.
En augmentant r progressivement, il doit donc exister au moins une valeur 7, > 0 pour

laquelle P(C,.,) touche l'origine. Donc pour cette valeur r,, il existe un z, € C,, tel que
P(z) =0.
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2.6. Le Théoreme Fondamental de I’Algebre

r=0.887... P(z)=2+itiz+2°

P(z)=(2+i) +iz+2°.

......
e .
-® .

On comprend que la preuve du résultat général (pour un polynéme P quelconque) peut
se faire en adaptant I'idée présentée ci-dessus. Le méme argument est présenté dans
The Fundamental Theorem of Algebra (Numberphile).

2.6.2 Conséquences

Lemme 2.3. Soit P(z) un polynéme de degré n > 1, et soit z, € C un complexe
fixé. Alors il existe un unique polyndéme ()(z), de degré n — 1, tel que

P(z) = (2 — 20)Q(z) + P(20) VzeC.

Preuve: Supposons que P est de la forme
P(z) =ag+ a1z +az> + -+ apz".
Considérons les nombres by, by, . .., b,—1 définis inductivement par
bp—1 = ap

bpn—2 := 20bp—1 + an—1

b1 := zoby + a9
b() = Zobl + a1 s
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2.6. Le Théoreme Fondamental de 1’Algébre

et définissons
Q(z) :==by+ b1z + boz? + 4 by_12" L.

Remarquons que si on développe le produit (z — 29)Q(z) et qu’on regroupe les puissances de
z, on obtient :

(z — 20)Q(2) = — zo0bo
+ (bo — Zobl) z
———
=ai
+ (b1 — z0b2) 2
—_——
=as
4.
+ (bn_g — Zobn_l) P
~—_———
=0n—1
+bp—1 2"
—

= —20bo + (P(2) — ao) ,
c’est-a-dire
(z — 20)Q(2) + 2zobo + ap = P(2) .

En évaluant cette identité en z = z(, on obtient zpby + ag = P(zp), et donc
(2 — 20)Q(2) + P(20) = P(2).
]

Ce résultat implique que si 2, est une racine de P, alors P peut se factoriser en un
produit :

P(z) = (2 = 20)Q(2) ,

ou () est la division de P par z — z,; on peut obtenir () par division Euclidienne, ou
alors a l'aide de la formule de récurrence pour ses coefficients, vue dans la preuve du
lemme (on appel cette relation un Schéma de Horner).

On peut maintenant énoncer une version un peu plus forte du Théoreme Fondamen-
tal :

Théoréme 2.4. Dans C, tout polyndme P de degré n > 1 possede n racines : il
existe z,..., 2, € Ctels que

P(zx) =0 Vk=1,2,...,n.
De plus, P peut se factoriser comme suit :

P(z)=apn(z—21) (2 —2z,).

Preuve: Soit P un polynéme de degré n. Alors le Théoreme Fondamental et le lemme du dessus
garantissent qu'il existe z; € C et un polyndme Q(z), de degré n—1, tel que P(z) = (2 —21)Q(2).
On peut ensuite répéter I'argument avec @ : il existe zo € C et un polyndme Q'(z), de degré
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2.7. Polynomes et factorisation

n — 2, tel que Q(z) = (z — 22)Q'(2), etc. Le procédé se termine lorsque P s’est exprimé comme
un produit
P(z)=C(z—2z1)(z—22) - (2 — zn)

ou C' € C est une constante. Puisque le terme de plus haut degré associé a ce produit est C'2",

on en déduit que C = ay,. O

Si le Théoreme Fondamental et le lemme du dessus nous ont montré que tout poly-
ndme de degré n peut se factoriser en produit de n facteurs, trouver ces facteurs n’est
pas un exercice simple en général. Nous verrons quelques exemples dans la section
suivante.

2.7 Polyndmes et factorisation

Le Théoreme Fondamental garantit quun polynéme complexe quelconque de degré
n,
P(z) = ap+ a1z + apz® + - + ap2", a, #0,

possede n racines complexes zi, 2o, . . ., 2,, et peut se factoriser en
Pz)=an(z—21) (2 —2z,).

Passer de la premiere forme a la seconde est ce qu’on appelle la factorisation de P.

La factorisation est donc directement reliée a la connaissance des racines de P. Voyons
quelques exemples.

Exemple 2.11. Factorisons le polyndéme
P(2)=2"4+22+2, (ag =1#0),

en commencant par chercher ses racines. L'équation P(z) = 0 ne posséde pas de
solutions réelles puisque A =4 —8 = —4 < 0. Mais étant de degré 2, P(z) doit pos-
séder deux racines complexes (garanti par le Théoréme Fondamental de 1’ Algebre).
Voyons deux fagons de les trouver.

1) On pose z = a + bi (o1 a et b sont réels!), que l'on injecte dans 1'équation
22 + 2z + 2 = 0, pour trouver

(a*> = b* +2a+2)+i(2ab+2b) = 0.
=0 =0

On a donc un petit systeme

=0 +20+2=0
2b(a+1)=0.

Considérons la deuxieme condition : 2b(a + 1) = 0.

* Cas 1) : b = 0. Signifie que z est réel, or on a déja dit qu'il n’y a pas de
solution réelle.

Compilation: 2026-09-07 12:47:07+02:00. Version Web: https://botafogo.epfl.ch/analyse-1-flipped


https://botafogo.epfl.ch/analyse-1-flipped

2.7. Polyndmes et factorisation

x Cas2):a = —1.Inséré dans la premiére condition, on obtient b = 4+-1/1 =
+1.
On en déduit I'existence de deux racines, z; = —1 —ietzy = —1 +i.

2) On utilise la formule classique

B —b+ V0?2 —4ac _ —2+-4
N 2a N 2

2421

2
= —14++v/—1
= —1+i.

z

On a donc la factorisation de P :

Remarque 2.4. Dans le cas général d'une équation du deuxieme degré de la
forme
az? +bz+c=0,

ot a,b,c € Ceta # 0, on peut procéder comme dans le cas réel, en commencant
par remarquer que 1’équation est équivalente a

N b\? B — 4ac
24— =——— = w.
2a 4q?

Lorsque w # 0, on peut alors chercher ses deux racines (au sens de la section sur
les racines de complexes (lien!)), disons y, € C et y; € C, et conclure que les deux
racines du polyndme sont

Zk:—i—i‘yk;, k’:O,l
2a
Donc la formule %@, habituellement utilisée pour des polynéomes de de-
gré 2 a coefficients réels, peut aussi s’utiliser lorsque les coefficients sont complexes,
sauf que dans ce cas, toutes les grandeurs apparaissant sont complexes, et le terme
“£vb? — 4ac” doit se comprendre comme étant la recherche des deux racines car-
rées du complexe bv* — 4ac.

La factorisation complete d"un polyndme peut étre laborieuse, surtout si celui-ci est de
degré élevé. Nous verrons quelques exemples en fin de section.

Par contre, la factorisation d’un polyndme de la forme P(z) = 2" — w s’obtient directe-
ment, a partir des racines n-émes de w.
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2.7. Polynomes et factorisation

Exemple 2.12. Par un des exemples traités dans la section précédente, la factori-
sation de P(z) = 2* — i est donnée par

s5m s 37

P(z)=(z— ei%)(z —es)(z—e€2).

2.7.1 Racines multiples

Ce que le théoreme fondamental ne dit pas, c’est si les racines sont distinctes; or elles
ne le sont pas toujours.

Définition 2.6. Si n. est le plus grand entier tel que (z — z,)" divise P, on dit que
2, est une racine de P de multiplicité n..

Exemple 2.13. Le polynome
P(z)=2*—-2iz—1=(2—1i)?

possede deux racines confondues : z; = 2z, = i. Donc i est une racine de multiplicité
2.

En tenant compte des éventuelles multiplicités, la factorisation d’un polynéme de de-
gré n est donc de la forme
P(z) = an(z = 2)" (2 = 2)" -+ (2 = 2)™

ol maintenant les racines z;,, ..., z;, sont toutes distinctes, et ou les entiers ny, ..., ng
satisfont a la condition : ny +ng + -+ +n; = n.

Exemple 2.14. Le polyndome P(z) = 2* — (4 — 3i)2z? + (4 — 12i)z + 12i peut se
factoriser ainsi :
P(z2) = (2 + 3i)(z — 2)°.

Ainsi, la racine z; = —3i est de multiplicité n; = 1, et 2z, = 2 est de multiplicité 2.

2.7.2 Racines d'un polyndéme a coefficients réels

Proposition 2.3. Soit P(z) un polynéme dont les coefficients sont tous réels (a; €

R). Si z, est une racine de P,
P(z,)=0,

alors 7, est aussi racine de P :
P(z)=0.
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Preuve: Soit P(z) = ag + a1z + azz? + - - - + a,2". Supposons que P(z,) = 0. Alors

P(Z) = ap + a17x + 9% + -+ 4 anZ"

= a0+ a1% + 222 + -+ ap2y

ao + a1zs + agz? + - - + ap 2l

donc 7, est aussi racine de P. O

Une conséquence intéressante est que si un polyndme a tous ses coefficients réels, alors a
chaque racine z, correspond une racine conjuguée : z,.

Exemple 2.15. On a vu plus haut que le polyndéme P(z) = 2% + 2z + 2, dont tous

les coefficients sont réels (ap = a1 = 2, ay = 1), posséde deux racines: z; = —1 —iet
2o = —1 +i. Et effectivement, celles-ci sont conjuguées 1'une par rapport a 'autre :
9 = Z_1 .

Ce résultat a deux conséquences tres utiles. La premiére :

Corollaire 2.2. Si P est de degré impair et que tous ses coefficients sont réels, alors
il possede au moins une racine réelle.

Preuve: En effet, si P est de degré impair, alors par le théoreme fondamental de I’algebre 1'en-
semble de ses racines,
R:={z€C: P(z) =0},

contient un nombre impair d’éléments (méme si certaines racines sont confondues). Par la pro-
position ci-dessus, si z € R est une racine telle que Im(z) # 0, alors R contient aussi zZ # z. On
peut donc retirer de R toutes les paires de racines distinctes conjuguées de ce type.

¢ 22 ig
2 . ¢ ek ..
(2
SRS

Puisque R contient au départ un nombre impair d’éléments, on conclut qu’apres avoir retiré
toutes ces paires, il doit rester au moins une racine dont la partie imaginaire est nulle; cette
racine est donc réelle. U
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2.7. Polynomes et factorisation

Remarque 2.5. Plus tard, on démontrera ce corollaire d’une autre maniere, a
I’aide du théoréeme de la valeur intermédiaire.

Exemple 2.16. Le polynome
P(z)=2"—nz8+v22—1

est de degré impair, et tous ses coefficients sont réels. Par le corollaire, il possede
au moins une racine réelle.

2.7.3 Factorisation de polyndémes a coefficients réels

La deuxiéme conséquence est sur la structure de la factorisation des polynomes réels :

Corollaire 2.3. Tout polyndme a coefficients réels P(x) peut se factoriser en un
produit de polyndmes irréductibles de degré 1 ou 2, a coefficients réels eux aussi.

Preuve: Avec les mémes coefficients réels, laissons la variable devenir complexe : P(z). Par la
proposition, si z, est racine de P, alors Z, 'est aussi. Donc la factorisation de P sera de la forme

Or si on met ces deux termes ensemble, on obtient
(z—2)(2—Zn) =22 — (2 + )2 + 2%
=22 — (2Re(z,)) 2 + ]z*\z ,
——— ~—~—
€R! €R!

qui est bien un polyndme de degré 2 a coefficients réels. Ceci prouve ’affirmation. O

Exemple 2.17. Utilisons cette méthode pour donner une factorisation du poly-
ndme réel
P(z)=2*+1

(dont tous les coefficients sont réels) par des polynomes de degré 2 réels. On com-
mence par chercher ses racines complexes, qui sont solutions de P(z) = 2* +1 = 0.
Ces racines satisfont donc z* = —1; ce sont les racines 4-emes de w = —1. On trouve
les racines 4-emes de —1, par la méthode de la section précédente. On commence
par écrire

qui donne, par le théoréme,

p=V1-e7T, k=0,1,2,3.
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2.7. Polyndmes et factorisation

On trouve donc

k=0: 2z =elf = 432 12
iV

La factorisation de P en facteurs irréductibles complexes est donc
P(z)=_1 1(2 —20)(z — 21)(2 — 22)(2 — 23) .
aq4=

On remarque que

Z3 = 20, Z9 =721 .

Les paires conjuguées de racines de P(z) = z* + 1 sont donc (zg, 23) et (z1, 22).

2, 2,

E'=2z %o-"&.‘

Z, Z3

En regroupant ces termes dans la factorisation, on obtient des polyndémes de degré

2 a coefficients réels :
(2 — 20)(z — 23) = (2 — 20)(2 — %0)
=22 —2Rezpz + |20
=22 —V22+1 )

(z=21)(z = 2) = (z —21)(z = =71
=22 —2Rezz + |z)?

=22 +V2z+1.

On obtient ainsi la factorisation de P en facteurs irréductibles réels :

P(z) = (22—\/§z+1)(z2+\/§z+1).

Informel 2.5. Avec quelques bonnes idées, on peut parfois éviter de passer par

Compilation: 2026-09-07 12:47:07+02:00. Version Web: https://botafogo.epfl.ch/analyse-1-flipped


https://botafogo.epfl.ch/analyse-1-flipped

2.7. Polynomes et factorisation

tout ce formalisme. Par exemple,

1= (4222 +1)-22°

= (2 +1)% - 22°

= (224 1)? — (V22)?
= (2241 - vV22)(22+ 1+ v22)
= (22 = V222 +1)(22 + V22 +1).

Plus tard, on utilisera cette factorisation pour calculer 1'intégrale indéfinie

/fld—il:/(x?—ﬂx%—lc)l?x?%—\/@xjtl)'

2.7.4 Factorisation dans le cas général

Dans le cas général, pour factoriser un polynome complexe P(z), on pourra

* essayer de trouver une premiére racine z; par titonnement,

* effectuer une division euclidienne de P(z) par (z — z1), et donc obtenir P(z) =
(Z - Zl)@(’z)/

* recommencer avec ()(z), etc.

Exemple 2.18. Factorisons
P(z)=2"—(2-30)2 = (1 +5i)z+2+2i.

Pour commencer, en testant avec quelques nombres simples, on remarque que
P(1) = 0. Maintenant qu’on a cette racine, on sait que P peut se factoriser :

P(z) = (== DQ(2).

On trouve )(2) en effectuant la division euclidienne de P(z) par (z — 1) :

N
22-(2-3¢c)e- (4+5)2+ 2420 | 2-1
2? --?.z 2 - (1-3) 2 - (2+2i)

| —(1-3c)2"-(4+50)2 + 242
-(e-3:)e® +(4-30)2

| -(2+2c0)2 +2+2

={242{)2 +2+2¢

o
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2.7. Polyndmes et factorisation

On a donc
Q(z) = 2% — (1 —3i)z — (2+2i),

qu’on factorise a son tour. En remarquant que Q)(—2i) = 0, on fait la division

\ -
2 - (4-3i)e-2-2; | _2+2

2t +2iz 2 -(1-¢)

-(1-¢)2 - 2-2
-(2-i)8 -26(4-2)

o
qui donne Q(z) = (2 + 2i)(z — (1 —i)). On a donc factorisé P :

P(z) =(z—1)(2+2i)(z — (1 —1)).
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Chapitre 3

Suites réelles

3.1 Définitions et exemples

7

“Every big number has a bigger one waiting ’

Unknown

(ici, Video: v_suites_intro.mp4)

3.1.1 Définition

Définition 3.1. Une suite est une famille infinie ordonnée de réels, indexée par
des entiers :
Qngy no+15 Ang+25 - - -

On utilisera la notation compacte suivante : (a,)n>n,

Une suite peut commencer par un indice ny quelconque, mais le plus souvent on consi-
dérera ny = 0 ou ny = 1. Quand le premier indice n’importe pas ou peu (ce qui sera
le cas lorsqu’on étudiera le comportement de a,, pour des indices n grands), on écrira
parfois (a,) au lieu de (a,)nzn,-

3.1.2 Représentations

On se représente en général une suite (a,),>1 de deux fagons.

La facon la plus simple est de la représenter simplement comme un ensemble de points
sur la droite, {a;,as,...} C R:
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3.1. Définitions et exemples

Qs Q, o a, Qa, Qa, Qg R
4 = B -

Du fait que cet ensemble est ordonné, cette image peut aussi s’interpréter comme une
trajectoire : une particule est au point a; au temps n = 1, puis au point a, au temps
n = 2, etc.

Mais une fagon plus intuitive de se représenter une suite est de la voir comme le graphe
d’une fonction

f:N"=R
n— f(n):=a,.

Cecirevient a représenter les paires de points (n, f(n)) = (n, a,) dans le plan cartésien :

as ais
a ay as dg o .ag a3 @ .(115
30 @ O ®
ajq @] a1 aq
® a @) °
®
ais
€b7 ——
N ¢ Q10
o
as -
L
a1®

3.1.3 Exemples

Souvent, une suite est définie simplement en disant comment le n-eme terme a,, se cal-
cule explicitement en fonction de l'indice n. Lorsqu’une suite est définie ainsi, chaque
terme peut étre calculé directement, indépendamment des autres, a 1’aide d"une for-
mule.

Exemple 3.1. Soit (a,),>1 la suite définie ainsi : pour chaque n > 1,

" _3n3—i—n—5
" Bn2 47

Dans cet exemple, a1¢000 peut se calculer directement, sans avoir forcément besoin
de calculer les autres.
Exemple 3.2. Soit (a,),>0, définie ainsi : ag = %, puis pour toutn > 1,

an, =4a, 1(1—a,_1).

Cette suite est définie par récurrence : a part le premier, chaque terme est défini en
fonction du précédent. Donc on ne peut calculer ay¢gp que si on a déja calculé
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3.1. Définitions et exemples

ay999, Ayrges, etc. Ce type de suite sera étudié dans un chapitre a part.

On peut définir une suite de fagon tout a fait arbitraire, ce qui méne rapidement a des
suites difficiles a étudier :

Exemple 3.3. Considérons I'expansion décimale du nombre 7,
7 = 3.1415926535897932384626433 . . . ,

et définissons la suite (a,),>1, comme suit :

Plus précisément : a,, est 'entier représentant le n-éme chiffre apreés la virgule dans
I'expansion décimale de 7. Une suite facile a définir, mais tres difficile a étudier...

Informel 3.1. Donc plus tard, quand on dira “soit (a,,) une suite”, il faudra garder
al’esprit que cela signifie que chacun de ses terme est bien défini, mais qu'un terme
n’a pas forcément de lien avec les autres.

3.1.4 Suites majorées, minorées, bornées

l,):'{z (aw) sk
. waiond i 3 oue custank HER telle qua-
wa jone ol |

ans M ¥n

minor& 8 3 vue contauke m e R telb que

onxm ¥n 'f—_—’

(ici, Video: v_suites_particulieres.mp4)

Une propriété simplificatrice, pour une suite, est que ses termes ne soient globalement
pas trop grands :

Définition 3.2. Une suite (a,) est
* majorée si il existe une constante )M telle que a,, < M pour tout n,
* minorée si il existe une constante m telle que a,, > m pour tout n,

* bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

Informel 3.2. Une suite bornée est une suite qui “vit” dans un intervalle, dans le
sens ou on peut trouver deux nombres finis m < M tels que

an € [m, M] Vn.
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Exemple 3.4. Considérons la suite
a, =1— nz, n>=0.
Alors (a,),>o est majorée. En effet, n? > 0 pour tout n, et donc
anzl—n2<1, Vn > 0.

et donc en prenant M/ =1, on a a,, < M pour tout n.

»

Qo

Par contre, a,, n’est pas minorée (et donc pas bornée). En effet, montrons que pour
toute constante m, il existe un indice n tel que a,, < m. Ceci est vrai lorsque m > 0
puisque a, < 0 des que n > 1. Si maintenant m < 0, alors a,, = 1 — n? < msiet
seulement si n > /1 — m (on a simplement résolu 1'inéquation). Donc en prenant
n’importe quel entier n plus grand que /1 — m, on a bien que a,, < m. Ceci montre
qu’il n’existe aucun minorant pour cette suite.

Exemple 3.5. Considérons la suite

an, = 2sin(5n + 1) — 3cos(v/n), n

WV
o

Puisque

|a,| = [2sin(5n + 1) — 3 cos(v/n)|
< 2sin(5n 4+ 1)| + | — 3cos(v/n)]
= 2|sin(5n + 1)| + 3| cos(v/n)|
<243=5,

la suite est bornée :
—5<a, <45, Vn .
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Exemple 3.6. La suite (a,),>1, ol a,, := néme chiffre de I'expansion décimale de
7 en base 10, est bornée, car minorée par 0, et majorée par 9.

Exemple 3.7. La suite a,, = (—1)"n n’est pas majorée. En effet, fixons un seuil
M > 0 (sous-entendu : aussi grand que 'on veut), et prenons un entier pair n = 2k
quelconque, tel que £ > M /2. On a alors

ap = gy = (—1)**2k =2k > M .

Cette suite n’est pas minorée non plus. En effet, fixons un seuil m < 0 (sous-
entendu : aussi grand que I'on veut, négatif), et prenons un entier impair n = 2k+1
quelconque, tel que £ > —(m — 1)/2. On a alors

an = agpyr = (—1)* 2k +1) = —(2k+ 1) < m.

aiy [
aio [

[ aiy

3.1.5 Suites monotones

Définition 3.3. Une suite (a,) est
* croissante si a,, < a,11 pour tout n,
% strictement croissante si a,, < a,4; pour tout n,
* décroissante si a,, > a, 41 pour tout n,
* strictement décroissante si a,, > a,+1 pour tout n.

Si (ay,) satisfait une de ces propriétés, elle est dite monotone.

Exemple 3.8. La suite a,, = n?, n > 0, est strictement croissante puisque

1 =m+1)2=n*+2n+1>n*=aq,.

>0
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Exemple 3.9. La suite harmonique a, = %, n > 1, est strictement décroissante
puisque
1 1

an+1:n+1<n—an

Exemple 3.10. Considérons la suite a,, = ;%5 On peut écrire

n (n~|—1)—1_1 1

Ay =

n+1: n+1 n+1

)

ce qui implique, puisque 2 > 1,

=l o>l =a,,
nt1 nto2 n+1 ¢

et donc que (a,) est croissante.

3.1.6 Pourquoi étudier les suites?

Les résultats que nous allons présenter dans les prochaines sections au sujet des suites
seront d'importance capitale pour toute la suite de ce cours. En effet, 'étude des suites
représente la porte d’entrée par laquelle plusieurs des difficultés de I’analyse sont abor-
dées, de fagon aussi élémentaire que possible. En particulier, on y discutera pour la
premiére fois de la notion de limite, dans la section suivante, notion essentielle dans
I’étude d"une fonction au voisinage d"un point.

Informel 3.3. Si on souhaite aborder quelques-unes des principales difficultés
liées aux suites et a 'analyse, de maniere informelle, en évitant le langage mathé-
matique (qui est souvent responsable du blocage des novices), on pourra consulter
le texte suivant : Le marchand de billes (billes.pdf).

3.2 Limite:a, — L

La notion centrale de ’analyse est celle de limite, et on va ’aborder ici pour la premiere
fois, dans le cadre simple des suites réelles. Définir rigoureusement ce que signifie

“tendre vers L” est une des difficultés rencontrées dans ce cours. Nous allons donc
commencer par le cas L = 0 avant de passer au cas général.
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3.2. Limite:a, — L

3.2.1 Tendre vers zéro

(ici, Video: v_suites_tendent_vers_zero.mpd)

Pour un réel z, “étre proche de zéro” signifie que la distance qui le sépare de 0, a savoir
dist(z,0) = |z —0| = |z|, est petite (dans un sens a définir). Donc pour voir si les valeurs
d’une suite (a,) s’approchent de zéro, il est naturel de considérer la distance

dist(a,,0) = |a, — 0| = |ay),

et de quantifier précisément ce qu’on entend par “cette distance devient toujours plus
petite a mesure que n augmente”.

Une autre facon d’exprimer ce que 1’on essaie de faire ici est de dire qu'une suite a,, tend
vers zéro si ses éléments se concentrent dans des régions de plus en plus petites autour de zéro,
a mesure que l'indice n augmente. La description rigoureuse d"un tel comportement est la
suivante :

Définition 3.4. On dit qu'une suite (a,) tend vers zéro (lorsque n — o) si pour
tout ¢ > 0 il existe un entier NV (qui dépend de ¢) tel que |a,| < € pour toutn > N,
c’est-a-dire tel que

a, € [—¢,¢€] Vn > N.
On écrira alors lim a, = 0, ou simplement a,, — 0.

n—0o0

L’animation ci-dessous représente une suite (a,),>1 qui tend manifestement vers zéro.
On pourra choisir un € > 0 (slider vertical a gauche), et trouver un N tel que a,, € [—¢, €]
pour toutn > N :

]
aio
an a
as ag ® a2 a1 @1s o a7 g o 419 ¢
ar do e _o i3 16 as
g o 4 e ©® *—q
N=4 4 e o ° ¢ ¢
.
ay
e =1.062..0
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3.2. Limite:a, — L

Exemple 3.11. Considérons la suite
1
ap = —, n>1.
n

Montrons que cette suite tend vers zéro, dans le sens défini ci-dessus.

Fixons un € > 0, et vérifions que 1’on peut toujours trouver un entier NV tel que
lan| <e Vn>=N.

Pour ce faire, remarquons que la condition |a,| < ¢ est en fait équivalente a % <g,
et comme cette derniere est équivalente a n > % Pour l'entier N, on peut prendre
n’importe quel entier plus grand ou égal a L. On peut par exemple prendre (rap-
pelons que | x| :=partie entiere de z) :

N = EJ+1.

On a ainsi trouvé un entier N tel que n > N implique |a,| < e.

]
g 9 ® dg
H ® oo ® ¢ ® 9o 0 0 o @
N=2

e =1.700...

Informel 3.4. On voit, dans ce dernier exemple, comme le N cherché dépend de
e! Car en général, plus € > 0 est petit, plus il faut augmenter n pour faire rentrer
a, dans l'intervalle [—¢, £].

3.2.2 Tendre vers L € R

DE| Sot (an) e soibe wiclle, Sot Le R
On dit quo. 0y teud vers L lorsque n tud vers )0
S o svfte a, = au-L twd vers o, c-a-d.

S Veso, I Nen (g dipoud o ginirol dit)

Mg allce ¥

Mo‘}a‘w- a,—L , o Ji»;a,:L

(ici, Video: v_suites_tendent_vers_L.mp4)
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3.2. Limite:a, — L

La définition de “tendre vers L” est seulement une adaptation de la définition de
“tendre vers zéro” : pour que a,, tende vers L, il faut que la suite a], := a,, — L tende
vers z€ro.

Définition 3.5. Soit L € R. On dit qu'une suite (a,) tend vers L (lorsque n — o)
si pour tout € > 0 il existe un entier positif NV tel que |a,, — L| < € pour toutn > N,
c’est -a-dire tel que

an € [L—¢,L+¢] VYn>=N.
On dira alors que L est la limite de la suite (a,), et on écrira lim a,, = L ou simple-

n—oo

ment a,, — L.

£=1.700...

Lorsqu'il existe un L € R tel que (a,,) tend vers L, on dit que la suite converge; si elle
ne converge pas, on dit qu’elle diverge.
Exemple 3.12. Considérons la suite (a,),>o définie par

_3n+2
S on+1°

Qn

Montrons, en utilisant la définition de limite donnée plus haut, que

heo 3
fim an =5

Fixons donc un € > 0, et vérifions que 'on peut trouver un entier N tel que

D’abord, écrivons explicitement la différence

1
22n+ 1)

_3‘_
2 21

3 3n+ 2
a, — —| =
2n + 1

On voit que cette derniére expression peut étre rendue arbitrairement petite en
prenant n suffisamment grand. Plus précisément : fixons un ¢ > 0. Une simple
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3.3. Propriétés de la limite

manipulation montre que
1 < — S 1 < 1 1)
——— <¢ n=>—-|——-1).
22n +1) 2\2¢

Pour N, il suffit donc de prendre n’importe quel entier plus grand ou égal a £ (5 —
1). Pour étre tout a fait précis, définissons (rappel : |z | =valeur entiere de x)

I

Par cette définition de N, n > N implique que |a, — 3| <.
On a donc bien montré que (a,) est convergente, et que sa limite vaut 3.

Remarquons que peu importe comment il est choisi, N devient de plus en plus
grand a mesure que € > 0 devient plus petit.

Exemple 3.13. Considérons la suite (a,),>; définie par
a, = (—1)".

Comme cette suite ne prend que les valeurs +1 (lorsque n est pair) et —1 (lorsque n
est impair), elle est nécessairement divergente. En effet, pour n'importe quel L € R,
si e > 0 est pris suffisamment petit (en fait : si 0 < £ < 1), alors il existe forcément
une infinité d’indices n tels que a,, & [L — ¢, L + <.

a3 as ag as aio a2 a4 a6 ais a
® ® ® L ® L L L L J {

ai asz as ary ag a a13 ais arr ag
® L ® L L L o] o] o] L

2
F&

Lomme 2: Sivne soite (an) conrge, elle et bormes

(Raggel: (an),,, o brsk 5 3 mHeR bq m g0 (M Vo)
: ny, = Rkttt AR

w 3C)o0 g -Cca,sC ¥m
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3.3. Propriétés de la limite

(ici, Video: v_suites_proprietes.mp4)

Le calcul de limites sera grandement facilité par 1'utilisation des propriétés générales
satisfaites par les suites convergentes, que nous commengons a décrire maintenant.

La premiere propriété dit qu'une suite ne peut pas tendre vers deux limites différentes :

Lemme 3.1. Si une suite est convergente, alors sa limite est unique.

Preuve: Supposons, par 'absurde, que a,, — L et a,, — L', avec L # L’. Si on suppose par
exemple que L < L/, alors on peut toujours prendre un € > 0 suffisamment petit, de maniére a
ce que les intervalles [L — e, L + ¢] et [L' — ¢, L' + €] soient disjoints :

)
L On on L
r'd 2 I i - | N

T .l. g 3 >
L-¢ L+é L-¢ L'+¢

w

Plus concrétement, on peut garantir que ces intervalles sont disjoints en prenant par exemple

UL
3
Maintenant,
* Comme a,, — L, il existe N tel que a,, € [L — ¢, L + €] pour toutn > N.
* Comme a,, — L', il existe N’ tel que a,, € [L' — ¢, L’ + ¢] pour toutn > N'.

Cela implique que pour n > max{N, N'}, a,, doit étre dans les deux intervalles en méme temps,
une contradiction puisque ces intervalles sont disjoints. O

La deuxieme est que les valeurs des termes d"une suite convergente ne peuvent pas
devenir trop grands :

Lemme 3.2. Si une suite converge, alors elle est bornée.

Preuve: Soit (ay,)n>1 une suite convergente. Nommons L sa limite. La convergence de a,, vers
L implique en particulier que 1'on peut fixer, par exemple, € := 1, et considérer 1’entier N tel
que a, € [L —1,L + 1] pour toutn > N :
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3.3. Propriétés de la limite

En particulier on a, pour toutn > N, que L — 1 < a, < L + 1. Si on définit maintenant

M := max{ay,az,...,an—1,L+ 1}

m = min{ay,ag,...,an—1,L — 1},

alors on a bien garanti que m < a,, < M pour toutn > 1. O

Lemme 3.3. Sia, — L, alors |a,| — |L].

Preuve: L'inégalité triangulaire permet d’écrire
lan| = [(an — L) + L] < |an — LI+ |L],

ainsi que
L] = (L = an) + an| < lan = L| + [an],

En combinant ces inégalités, on obtient
—lan — L| < |an| = |L| < |an — L],
qui est équivalente a
|lan| = |L|| < lan — L.

Soit maintenant ¢ > 0. Puisque a,, — L, il existe N tel que |a, — L| < € pour tout n > N. Par
I'inégalité ci-dessus, ceci implique aussi que ||a,| — |L|| < € pour tout n > N. O

Remarque 3.1. Remarquons que la suite des valeurs absolues |a,,| peut avoir une
limite, méme si a,, est divergente. C’est par exemple ce qui se passe avec la suite
a, = (—1)". Ceci implique que la réciproque du lemme précédent est fausse en
général.

Finalement, listons quelques propriétés qui sont utilisées constamment dans les calculs
de limites.

Lemme 3.4. (Opérations sur les limites) Soient (a,) et (b,) deux suites conver-
gentes : a, — Ly, b, = L. Alors

1) Limite de la somme :

lim (a, + b,) = (lim an) + (lim bn) =1L+ L,.

n—oo n—oo n—oo
2) Limite du produit :

lim (a, - b,) = (lim an) . (lim bn) =IL,L,.

n—od n—oo n—oo
3) Limite du quotient : si Ly # 0, alors

lim a,

lim fno— noo L
n—oo b, lim b, Lo
n—oo
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3.3. Propriétés de la limite

4) Sia, < b, pour tout n suffisamment grand, alors L; < Ls.

Remarque 3.2. Dans la derniére propriété, les “<” ne peuvent pas étre remplacés
par des “<”. En effet, on peut tres bien avoir deux suites convergentes telles que
a, < b, pour tout n suffisamment grand, mais telles que lim,,_,o, a, = lim,_, by.
Comme exemple simple, on peut considérer les suites a,, = —= et b, =

Preuve: 1. Par 'inégalité triangulaire,
[(@n +bn) = (L1 + L2)| = |(an — L1) + (bn — L2))|
<lan — La| + |bn — L]

Fixons un ¢ > 0, et posons ¢’ := ¢/2. Comme a,, — L, il existe N, tel que |a,, — L;| < &’ pour
toutn > N,. Comme b, — Lg, il existe IV}, tel que |b, — La| < &’ pour tout n > N;,. On a donc,
pour tout n > N := max{N,, Np},

[(an + bn) — (L1 + Lo)| < |an — L1| + |by — Lo] < 26" =¢.
2. Comme a,, converge, elle est bornée : il existe C' > 0 telle que |a,| < C pour tout n. On peut
donc écrire
|anby, — L1Lo| = |apb, — anLa + ayn Lo — L1 Lo|
< lan|bn, — La| + | La|lay — L]
< C|by, — Lo| + |La||an — L] .
Soit € > 0. Soit N, tel que |a,, — L1] < 2|L  pour tout n > N, (serait dommage que Ly = 0!), et
soit IVy tel que |b, —La| < 55 pour toutn > Ny. Onaalors que pour toutn > N := max{ N, Ny},
lanbn, — L1Lo| < Clby, — Lo| + \LQHan — Lq|

< L
C2C+\ 2

2|L‘ =£.

3. Il suffit de montrer la propriété dans le cas ot1 a,, = 1 pour tout n, c’est-a-dire de montrer que
b, — Lo # 0 implique que

1 1

by Ly
(En effet, on utilise alors la propriété du produit démontrée plus haut, pour conclure dans le
cas général que * = a, - bi — Ly - L .) Pour ce faire, commencgons par utiliser le fait que

bp, — Lo 1mp11que |b | — |L2| > 0: donc il existe Ny tel que [by| > |L2|/2 > 0 pour tout n > Np.
Ensuite, on peut écrire, pour tout n > Ny, que

o ’bn - L2’

1 1
= by,
Lol Ton] < TTa \2' L.

bn Lo

Fixons maintenant ¢ > 0, et posons &’ |L22‘ . Comme b, — Ly, on sait qu’il existe N’ tel que

by, — La| < €’ pour tout n > N’. Si on pose N = max{Ny, N'}, on a aussi, pour toutn > N,

1 1 2
— - — b — Lo| < —=¢&' =¢.
bl il S =
On a donc montré que 1/b,, — 1/Ls.
4. La preuve de la derniere propriété est laissée en exercice. O
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3.4. Le Théoréme des deux gendarmes

Exemple 3.14. Considérons la suite (z,,) définie ainsi :

6n + 4

TR 1 An?

La convergence de cette suite peut paraitre a priori difficile a étudier, mais remar-
quons qu’on peut I’écrire comme un produit :

13n+2 1 1
Ty = — — =
22n 4+ 1n2

§an n
ott a, = 342 b, = L. On a montré précédemment que a, — 3, et on montre
facilement que b,, — 0; en effet, si¢ > 0, alors |b,| < ¢ dés quen > N, ou N est un
entier quelconque plus grand que 1/,/c. On peut maintenant utiliser la propriété
ci-dessus pour des limites de produits, et conclure que

—_
[\CRNGV]
e}

I
e}

. .1 L, . .
Jam v = Y ganb, = 5 (fim o) (i b) =5
On a donc montré que z,, converge et que sa limite est égale a zéro. Il est impor-
tant d’apprécier le fait que si on avait voulu le montrer uniquement a partir de la
définition de limite, il faudrait montrer que pour tout € > 0, il existe un N tel que

6n + 4

——| < g, > N.
8n3 4 4n? ¢ vn

Partir a la recherche de ce NV est possible, mais représente une tache considérable-
ment plus compliquée que la simple utilisation de la propriété pour la limite d"un
produit.

3.4 Le Théoréme des deux gendarmes

(ici, Video: v_suites_gendarmes.mp4)

Théoréme 3.1. Soit (z,,) une suite. Soient (a,), (b,) deux suites telles que
1) a, <z, < b, pour tout n suffisamment grand,
2) lim a, = lim b, = L.

n—o0 n—o0
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3.4. Le Théoréme des deux gendarmes

Alors (z,) converge, et sa limite vaut L :

lim z, = L.
n—oo

Preuwve: Soit Ny un entier tel que a,, < z,, < b, pour tout n > Nj.

Fixons ¢ > 0.
N,.

* Puisque a, — L, il existe N, tel que a,, € [L — ¢, L + €] pour tout n >
* Puisque b, — L, il existe N;, tel que b,, € [L — ¢, L + €] pour tout n > Np.

Définissons 1’entier
N = max{No, Na, Nb} .

Sin > N, alors on a en particulier que a,, > L — e et b, < L + ¢, ce qui implique
L—-—e¢e<a, <z, <b, <L+c¢.

De ces dernieres inégalités, on tire que |z, — L| < e.

On a donc bien montré que pour tout ¢ > 0 il existe un entier N tel que |z, — L| < € pour tout

n > N. Ceci signifie que x,, — L. O

Exemple 3.15. Considérons la suite (z,,),>1, définie par

2+ cos(19n* 4+ n')
- :

Tn

La partie contenant cos(---) étant compliquée, on peut utiliser le fait qu’elle est
bornée : —1 < cos(---) < +1, ce qui permet d’écrire

1 2—-1 2+1 3
S =K<= 2
n n n n
~— \b,./

Mais, puisque lim,,_ @, = lim, 0o = = 0 et lim, 00 by, = 3lim, o ~ = 0, le théo-
réme des deux gendarmes garantit que lim,,_,, z,, = 0.

Informel 3.5. Une bonne utilisation du théoréeme, pour montrer qu'une suite (z,,)
converge et trouver sa limite, nécessite de trouver deux “gendarmes” (a,,) et (b,,)
qui non seulement encadrent (z,), mais qui posseédent en plus la méme limite!
Dans des situations simples, comme dans 1’exemple précédent, on obtient souvent
des gendarmes efficaces en majorant/minorant certaines parties de z,, qui ne sont
pas essentielles dans le comportement pour des indices n grands. Mais parfois,
trouver des gendarmes qui ont la méme limite peut s’avérer plus difficile!

Exemple 3.16. Considérons la suite (z,,),>1, définie par

Comme le numérateur est un produit de n fois le méme nombre “2”, alors que le
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3.5. Les suites monotones et bornées

dénominateur est un produit de n nombres dont presque tous sont plus grands que
2, le dénominateur doit croitre beaucoup plus vite que le numérateur. Ceci suggere
que =, — 0, ce que l'on va essayer de montrer a 1'aide du théoreme des deux

gendarmes.

Comme z,, > 0, il suffit de trouver une suite b, telle que

* 0< o, <), et

* b, — 0.

Or si on écrit explicitement, pour tout n > 3

Tn

<

2.9.9...9
nn—1)(n—-2)---3-2---1
2 2 2 2 2 2
n n—1 n—2 3 2 1
—— =~
<1 <1 <1 =1

Puisque b,, — 0, ceci implique bien que z,, — 0.

Voyons ensuite une conséquence trés utile du théoreme des deux gendarmes :

Corollaire 3.1. Si (z,,) est bornée et si y,, — 0, alors z,y,, — 0.

Preuve: Comme (z,,) est bornée, il existe C' > 0 telle que —C' < z,, < C pour tout n. On a donc
0 < |zpyn| = |Znl|yn] < Clyn|, ce qui donne

_C’yn‘ < TplYn < C|yn‘ .

Puisque y, — 0, ceci implique +C'y,,| — 0. Par le Théoréme des deux gendarmes, on conclut

que |z,yn| — 0, ce qui implique z,y, — 0.

O]

3.5 Les suites monotones et bornées

(ici, Video: v_suites_monotones_bornees_convergent .mp4)

On a vu qu’une suite convergente est forcément bornée. Mais le contraire n’est pas
vrai : une suite bornée ne converge pas forcément.
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3.5. Les suites monotones et bornées

Exemple 3.17. La suite a,, = (—1)" ne converge pas, mais elle est bornée, puisque
la,| =1, ce qui implique —1 < a,, < 1 pour tout n.

Par contre, si une suite est bornée et monotone, alors elle converge :

Théoreme 3.2. Soit (a,) une suite.
1) Si (a,,) est croissante et majorée, elle converge.

2) Si (a,) est décroissante et minorée, elle converge.

Q, Q. Q, Gy ag

Preuve: Soit (a,) une suite croissante et majorée. Considérons I'ensemble A C R défini comme
étant I'ensemble de tous les points de la suite :

A:={ai,az,as,...}.
Puisque la suite est bornée, A est majoré; on peut donc considérer le réel L défini par
L:=supA.

Nous allons montrer que a,, — L.

Par définition, le supremum est un majorant, et donc a,, < L pour tout n. De plus, comme le
supremum est le plus petit majorant, on a que pour tout ¢ > 0, il existe n, tel que L — ¢ < ay,.
Or comme la suite est croissante, on a

L—-ce<an <an41<ap,42<-< L,

ce qui implique |a, — L| < € pour tout n > n.
On a ainsi montré que pour toute > 0, on a |a,, — L| < ¢ pour tout n suffisamment grand. Ceci

montre que a,, — L.

(Dans le deuxieme cas, lorsque la suite est décroissante et minorée, on adapte cet argument
apres avoir défini L := inf A.) O

Si le résultat peut paraitre intuitif, la preuve a montré qu’il repose entierement sur
I'existence d’un supremum pour les ensembles majorés de R.

Le théoreme ci-dessus garantit que si une suite est monotone et bornée, alors elle pos-
séde une limite L, qui est soit un supremum (si la suite est croissante et majorée), soit
un infimum (si la suite est décroissante et minorée). Parfois, on peut calculer cette li-
mite L explicitement :
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3.5. Les suites monotones et bornées

Exemple 3.18. Considérons la suite (a,,),>o définie par

n
n+1"

Qp

Nous avons montré précédemment que cette suite est strictement croissante. Or
elle est aussi majorée, puisque n < n + 1 implique

n n+1
< =1
n-+1 n+1

Qn,
Le théoréme ci-dessus garantit donc qu’elle converge, et que sa limite est égale a

L = sup{ag, ai,as,...}.

On peut vérifier (exercice!) que L = 1.

L’exemple suivant présente un cas dans lequel le théoreme permet de montrer qu’une
certaine suite converge, mais sans pour autant donner la valeur de la limite.

Exemple 3.19. Soit (b,,) la suite définie ainsi :

1
b12:—12
1 1
b232—12+—22
1 1 1
bg _—12 +_22 +_32
1 1 1 1 1
bn:ﬁ‘i‘?ﬁ‘?ﬁ-ﬁﬁ— +E
' 1 1 1 1 1 1
bn+1-:§+§+3—2+5+"'+ﬁ+m

Cette suite est croissante puisque b,,11 = b, + ﬁ > b,. Pour montrer qu’elle est
bornée, remarquons que pour tout k£ > 2,

1 1 1 1 1

Bk k k-1 k-1

En utilisant cette inégalité pour & = 2,3,...,n, on obtient une borne supérieure
dans laquelle beaucoup de termes se téléscopent :

1 1 1 1 1
bn:ﬁ—i_?—i_?_’_ﬁ—'—.”—i_ﬁ
<+ (DG + k) + (L)
~\~ ~\~ ~\~ —/_/
=0 =0 =0 =0
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3.6. Suites qui tendent vers l'infini

On a donc que
1 1 1 1

by < 5 +-——=2—-—-<2.
12 1 n n
On a ainsi montré que (b,) est majorée par M = 2, et comme elle est aussi crois-
sante, elle converge : il existe L € R tel que
lim b, = L.

n—o0

Puisque 1 < b, < 2,onaaussiquel < L < 2.

Informel 3.6. Euler a montré en 1734 que cette limite vaut

L=ty bl T 6603
12 92 T 32 42 6

3.6 Suites qui tendent vers 1'infini

Les sukes qui tomdent vers [/ nfims

(ici, Video: v_suites_tendent_vers_infini_2.mp4)

Dans les sections précédentes, on a surtout considéré les suites convergentes, c’est-a-dire
celles qui tendent vers une limite finie lorsque n — oco.

On n’étudiera pas systématiquement les suites divergentes, dont les comportements
peuvent étre aussi compliqués que variés, mais nous introduirons quand-méme quelques
outils qui permettront de décrire certains de ces comportements divergents.

Par exemple, une classe importante de suites divergentes est celle des suites qui tendent
vers l'infini.

Définition 3.6. Soit (a,,) une suite réelle.

1) On dit que (a,) tend vers +oo (lorsque n — o) si pour tout M > 0 il existe
un entier positif Ny (qui dépend en général de M) tel que

an>M V?’l}N{)

On notera, formellement, lim a, = +00, ou simplement a,, — +00.
n—oo

2) On dit que (a,) tend vers —oo (lorsque n — o0) si pour tout M < 0 il existe
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3.6. Suites qui tendent vers l'infini

un entier positif Ny (qui dépend en général de M) tel que
a, <M Vn = Np.

On notera (formellement) lim a,, = —oo, ou simplement a,, = —o0.

n—0o0

Donc a,, tend vers +o0 si elle dépasse et reste au-dessus de n'importe quel seuil M >
0 (sous-entendu : arbitrairement grand) lorsque son indice n est pris suffisamment
grand.

Sur I'animation suivante, fixer une valeur du seuil M > 0, puis chercher un N tel que
a, = M pour toutn > N :

L wly
o (
ary
10
P an 9
a O aiy a16
8
Qg @] a9 a2 6',13.
®
[ a [ ] '
M ¢ ¥
as a ay as 4
o [0 @
o]
N=3 o

Exemple 3.20. Montrons que la suite (a,,) définie par

2n —5
7

Ay =

tend vers +oo. Pour cela, fixons un seuil arbitraire M > 0, et remarquons que

m—5 TM 45
"0 M e >t

n=M
“ 7 2

Soit donc N := [™+5| +1.Sin > N, alors n > ™5 et donc a, > M. Comme on
peut trouver un tel N pour tout seuil M > 0, ceci montre bien que a,, — oo.

Exemple 3.21. Considérons ensuite

n2

:n—l—l’

Qp

et montrons que a,, — co. Pour un seuil M > 0, on a
anp=>2M < n?—Mn—M>0
Le polynéme P(z) = 2* — Mx — M possede deux racines,

M+ VM?4M
- - ,

T4
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3.6. Suites qui tendent vers 1'infini

et il est positif partout en dehors de I'intervalle [z_, z|. En définissant N := |z |+
1,onabiena, > M désquen > N.

3.6.1 Propriétés des suites qui tendent vers l'infini

Tout comme les suites convergentes, celles qui tendent vers I'infini obéissent a certaines
propriétés.

Théoréme 3.3. Soient (a,) et (b,) deux suites. Si a,, — 400,
1) alors ai — 0.
) etsib, — +oo, alors a,, + b, — +o0 et a,b, — +oo.
3) etsi b, est bornée, alors a,, + b, — +oo et Z—’; — 0.
)

et s’il existe § > 0 tel que b, > J pour tout n suffisamment grand, alors
anb, — +00. (En particulier, si b,, — L, avec L > 0, alors a,b, — +0o0.)

5) etsib, > a, pour tout n suffisamment grand, alors b,, — +oc.

1) Siay—s 0, alors 2 —o

Soit €30. (Povr avir ‘ﬁ’Sé, il faut g lau] > % )

L’&,h\ Hiz 4, ebsit N £.q. a2 M ¥ N,

X parkeslier, anvo!)

1 1
Mors, ¥n3N, on o lawlzansH=g — |Z]|ce

1

(ici, Video: v_suites_tendent_vers_infini_preuves.mp4)

Exemple 3.22. Considérons la suite
T, =n’ — 7sin(%) cos(v/n)
que l'on peut écrire comme z,, = a,, + b,,, ot
an =n’, b, = —7sin(%) cos(v/n).

On voit que a,, — 00. On ne sait pas grand chose sur le signe de b, mais on sait
qu’elle est bornée puisque

|b,] = |~ 7sin(2) cos(v/n)| < 7,
et donc

lim z,, = lim (a, + b,) = +00.
n—oo n—oo
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3.7. Comportements polyndmiaux, logarithmiques, exponentiels

Exemple 3.23. Considérons
T, = /n(2 + cos(n”)),
que 'on peut écrire comme z,, = a,b,, ot
an =\/n, b, = 2+ cos(n”).

On a a,, — oo, mais b, n’a visiblement pas de limite. Pourtant, on peut remarquer
que cos(n®) > —1, et donc

bp=2+cos(n’) =2—-1=1=:6>0.

On a donc

lim z,, = lim a,b, = +c0.
n—0o0 n—oo

3.7 Comportements polynémiaux, logarithmiques, expo-
nentiels

Thiome : | ¥ >4, ¥k (keuker),

“P"]a" << expon. !

" "
Yoa << polgn

(ici, Video: v_suites_comportement_polynexplog.mp4)

3.7.1 Suites et fonctions élémentaires

Dans cette section, on compare différents types de comportements a 'infini, a savoir

* les exponentielles de base r > 1,

en =1
* les puissances positives a > 0,
Pn =n"
* et les logarithmes de base b > 1:
l, =logy(n).

Toutes ces suites tendent vers l'infini lorsque n — oo :
lim e, = +00, lim p, = +o00, lim ¢,, = +c0.
n—oo n—oo n—oo

Pourtant, elles ne tendent pas vers I'infini a 'infini : certaines tendent vers l'infini plus
vite que d’autres.
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3.7. Comportements polyndmiaux, logarithmiques, exponentiels

™ €20
p7 €19 !

Py eq Tl @
13
[ ] €12 Y .

P ey e e )
fe?gg ::‘310:&1:f12.f13.£’14.f15.fw.fl?‘fla.flg.f~0‘

[ ]
P2 e ¢7 B8
o ?E;gglg4og§l§' ¢3

- 7 =1130 =——— a=1.2

26
FE

I1 est donc naturel d’établir rigoureusement une hiérarchie entre ces trois comporte-
ments :

Théoréme 3.4. (Comparaison des divergences lorsque n — o0)

1) Un exponentielle tend vers l'infini plus vite que n’importe quelle puis-
sance : pour toute base r > 1 et toute puissance a > 0,

2) Une puissance tend vers l'infini plus vite que n'importe quelle puissance
de logarithme : pour toute base b > 1, et tous o, 5 > 0,

lim (logb(”)) ’

n—o00 n«

=0.

Preuve: 1. Remarquons d’abord que si on sait traiter les cas oli «v est entier, alors on sait aussi

. +1 . pe
traiter le cas d'un o quelconque. (En effet, pour tout n > 1, % < "Lji , donc si - — 0, avec

o =la]+1> q,alors ’;‘—z — 0 aussi.)

Pour simplifier, considérons le cas o = r = 2. On aimerait donc montrer que

2—n—>0.

L’idée est d’utiliser la formule du bindme pour montrer que le dénominateur est plus grand
qu’une puissance supérieure a n. En effet, la formule du bindme avec z = y = 1 donne

2" = (14 1)" = i <Z> 1Rk = i <Z> .

k=0 k=0
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3.8. Indéterminations

Or comme tout les termes de cette derniere somme sont positifs, la somme est plus grande que
n’importe lequel de ces termes. Dans notre cas, il suffit de ne garder que le terme correspondant

ak=3
zn: <n> < <n> B n! ~n(n—1)(n—2)
= \k ~\3 (n — 3)!3! 6 ‘
Ceci implique que
0< an < n? _ 6n2
Son T on=D)(n=2) " nn—-1)(n-2)"

6

On voit que dans ce dernier quotient, le numérateur se comporte en n?, alors que le dénomina-
teur se comporte en n3, ce qui implique que sa limite est nulle. Plus précisément,

. 67> 1 6
lim = lim - —————5-=0.
n—soon(n—1)(n—2) n—ooo n (1-2)1-2)
—0 _)VG

Z \ 2
Par le théoreme des deux gendarmes, on conclut donc que 57 — 0.

Dans le cas général, pour une exponentielle de base » > 1 et une puissance entiere o quel-
conque, on peut adapter la preuve ci-dessus. En effet, en écrivant r = 1+ A\, ou A > 0, et en
utilisant 4 nouveau la formule du bindme, on peut minorer

=1+ N"= < " >/\a+1.
a+1
Le reste de la preuve s’adapte facilement (voir la vidéo ci-dessus), et méne a 4+ — 0.

Une preuve semblable de cette premiere affirmation, méme si ¢a ne se voit pas tout de suite,
peut se trouver ici.

2. On peut démontrer la deuxieme affirmation a 'aide de la premiere. ]

Informel 3.7. Le théoreme implique par exemple que

y (log n)1000
im
nsoo  1,0-0001

=0.

Pourtant, la petitesse du quotient est difficile a observer (sur I’animation ci-dessus
par exemple), dans le sens ou il faut que n soit vraiment trés grand pour que ce
quotient commence a se rapprocher de zéro...

On reviendra sur les limites étudiées ci-dessus, lorsque nous étudierons la Regle de
Bernoulli-1"Hépital (lien!).

3.8 Indéterminations

On a pour l'instant considéré deux types de limites :
* celles qui convergent vers une limite finie : lim z,, = L,
n—oo

* celles qui tendent vers l'infini : lim x,, = fo0.

n—00
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3.8. Indéterminations

Or les limites importantes de 1’analyse, celles qui permettent de faire avancer le déve-
loppement du calcul différentiel et intégral, sont toutes des limites qui impliquent une
forme ou une autre d’indétermination.

Une limite représente une indétermination lorsqu’elle fait intervenir une combinaison
de grandeurs qui est telle qu’on ne peut pas déterminer sa valeur directement a I'aide
d"une des propriétés de base des limites vues précédemment . Plus précisément, une
indétermination apparait lorsque une suite est composée d’autres suites, présentant
des comportement du type “tend vers zéro” ou “tend vers 'infini”.

On décrit les principales indéterminations en considérant une suite x,, formée a partir
de deux autres suites, que I'on notera a, et b,,. On suppose les comportements de a,, et
b,, connus lorsque n — oo.

L. etsi.. ... alors la limite de... | ... est une indétermination
S t lors la limite d t dét t
a, =+ +oo | b, =+ +o0 T, =a,—b, oo — o0”
an — 0 b, — +00 Ly = Qnby, 0aon”
a 00
a, — 00 b, — ¢ fo = g —_
b, 00
a 0
a, =0 b, — 0 By = o
b, 0
a, — 1 b, — +o0 T (.'..f,j'* R
Gy — +00 b, =0 B =2 a.i” el
a, — 0 b, —0 Fop = a._i” “or

Nous ne traiterons pas les indéterminations de facon générale puisque justement, leur
présence indique qu'une étude au cas par cas est nécessaire. Nous allons donc discuter
certaines de ces indéterminations, et présenter quelques techniques qui permettent de
les résoudre, sur des exemples. Notons que ces techniques ne sont pas spécifiques au
cas n — oo : toutes seront utiles plus tard, dans d’autres types de limites (comme
T — xg).

3.8.1 Indéterminations du type “o=r
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3.8. Indéterminations

Exemple 3.24. Nous avons déja rencontré (lien!) la suite

n2

n+1’

Ty —

oo

qui est du type puisque n®> — +oco et n + 1 — +oo. Nous avions également
montré qu’elle tend vers +oo, l'intuition derriere ce fait étant la présence de 1'ex-
posant “2” fait que le numérateur 'emporte dans la limite n — oo.

Une autre fagon de traiter ce quotient est de I’écrire comme un produit :

2

n n
n+l ~~ n+1
=an W—/

:bn

On a alors a, — +oo et b, — 1, ce qui implique (par une propriété énoncée et
démontrée ici (lien!)) que
2
n
n+1
Ainsi, en récrivant notre suite, on a pu la mettre sous une forme qui permet de
déduire son comportement a 1’aide d"une propriétés de base des suites.

= apb, — +00.

Informel 3.8. Lorsqu’on est en présence d'un quotient {* dans lequel a,, et b, sont
les deux grands, on essaiera d’extraire ce qui est a 1’0r1g1ne de cette grandeur, en
mettant un terme dominant en évidence. On pourra alors faire des simplifications

dans la fraction §*, et éventuellement faire disparaitre I'indétermination.
n

Exemple 3.25. Considérons

3n3 —17n +1
lim ————
n—oo 5n3 4 sin(n)

1“0 1

qui est effectivement une indétermination de la forme , puisque
*x a, = 3n* —17Tn+1 — +oo (polyndme de degré 3, dont le coefficient principal

est3 > 0),
x b, = 5n® +sin(n) — +oo (5n® — oo et sin(n) est bornée).

Ce que l'on peut faire ici est extraire les termes dominants dans a, et b,, qui sont
les termes contenant la puissance n? :
an_3n3—17n+1_n3(3—1—Z+L) —1—3 L

n3 n

E - 5n3+sin(n) o n3(5+ sm(n)) - 5+ Sln(n) - E

En simplifiant par n® on a obtenu un nouveau quotient qui dans la limite n — oo
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3.8. Indéterminations

n’est plus indéterminé. En effet, a/, — 3 et b), — 5, et donc

/
. ap .a 3
lim — = lim =2 = —.

n—oo b, n—o0 b’n 5

Exemple 3.26. Les comparaisons des comportements logarithmiques, polyno-
miaux et exponentiels (lien!), ont consisté a résoudre les indéterminations “=”
suivantes :

B
log, (n ne
na T’I’L
Remarquons que ces limites ont requis une analyse plus fine, puisque numérateur
et dénominateur sont de nature différente (on n’a pas pu simplement extraire de

“terme dominant”).

144

3.8.2 Indéterminations du type “co — oo

! }an—bﬁm-ﬁ
-

=(‘ﬁ»—;_!—;)_ (m*m)

Vowr +Vn

2z
-t g
Vmd +

Done. l-m.’(a. -bu) =0

(ici, Video: v_suites_tendent_vers_infini_conjugue.mp4)

Souvent, une suite est définie par une différence de deux nombres qui deviennent
de plus en plus grands a mesure que n augmente. Or la différence de deux nombres
grands peut, a priori, avoir n'importe quel type de comportement.

Exemple 3.27. Considérons

: 3 2
Jim (" = 5n7)

dans laquelle a,, = n®* — +oo et b, = 5n? — co. Comme a,, tend vers l'infini plus
vite que b, dti au fait qu’il contient un terme de degré 3 > 2, on a avantage a mettre
n? en évidence et obtenir un produit,

5
3 2 3
a, —b,=n>—-5n“"=n (1——)
], “——
by,

Maintenant, on a toujours a], — oo, mais puisque b, = 1 — 2 — 1 # 0, leur produit
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3.8. Indéterminations

tend vers +oco. On a donc

lim a,b, = lim @b, = +00.
n—oo n—oo
L’identité élémentaire
(a—b)(a+b)=a®>—b*
est souvent utile lorsqu’on a affaire a une différence a — b, si on la formule comme suit :

(a—b)(a+0) I,
—b= = —b
¢ (a+0b) @ )
Ici, on a multiplié et divisé par le conjugué de a — b. Ainsi, a la différence “a — b” se
substitue la différence “a* — b*”, qui est parfois plus facile a traiter.

Cette approche est particulierement efficace lorsqu’on a des différences de racines :

Exemple 3.28. Considérons
hm {\/Tl—’— — \/ﬁ},
n—oo

qui est bien du type “co — 00”. En multipliant et divisant par le conjugué,

ViFT - V= (VT - i) YL Ve

vn+1l+yn
 (n+1)—-n
_\/n——l—l—i—\/ﬁ
1
T Vntl+yn

Ce quotient n’est plus indéterminé :

1
li vn+1-— = lim ———— =90
s (v v o Vit 1+

Parfois, on pourra (méme si c’est assez rare) résoudre une indétermination “oo — c0”,
de la forme lim,,_,(a, — b,,), en extrayant explicitement de a,, et de b,, la méme partie
divergente :

Exemple 3.29. Considérons le cas “oco — 0o” suivant :

lim (log(e‘/ﬁ +2) —log(e¥™ + 1))

n—oo

Ici, on peut remarquer qu’en écrivant

an = log(eV™ +2) = log(eV™(1 4 2¢7V™)) = v/n + log(1 + 2e~V")
b, = log(eV™ 4+ 1) = log(eV™(1 + ¢~ V™)) = v/n + log(1 + e~ V"),

ce qui montre que a,, et b, contiennent tous deux un “y/n”, qui tend vers l'infini, et
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3.8. Indéterminations

qui disparait lorsqu’on fait la différence :

lim (a, — b,) = lim (log(l +2e7V™) —log(1 + e_ﬁ)>

n—oo n—oo

= log(1) —log(1)
=0.

C’est donc un cas d’une indétermination “oo — co” dans laquelle on peut montrer
que les infinis se “compensent exactement”.

uQrr

3.8.3 Indéterminations du type “;

Nous reviendrons au indéterminations “3”, puisqu’elles sont au coeur du probleme de
la dérivation, un outil central de 1’analyse.

Pour l'instant, donnons déja une limite classique “2" :

Théoreme 3.5. Soit (z,,) une suite représentant des mesures d’angles en radians.
Si x,, # 0 pour tout n, et si z,, — 0, alors
sin(z,,)

lim

n—o0 ‘TTL

= 1

Informel 3.9. Attention, il est important de mentionner que le sinus, dans sin(z,,),
est calculé en supposant que I'angle x,, est mesuré en radians. Sinon, la limite n’est
pas la méme!

Preuve: Comme la fonction z — % est paire, on peut supposer que x,, > 0 pour tout n.

Puisque z,, —+ 0, ona 0 < z,, < § pour tout n suffisamment grand. Considérons donc un angle
sur le cercle trigonométrique, dont la mesure en radians z,, est entre 0 et 5 :

’ tom(x,)

~— -~ —~A |8
cos(atn)

Remarquons que le triangle OAP est inclus dans le secteur circulaire OB P, qui est lui-méme
inclus dans le triangle OBM. On a donc

aire(A OAP) < aire(secteur OBP) < aire(AOBM).
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3.9. Série géométrique et applications

On explique ici (lien!) comment calculer 'aire d"un secteur. Ainsi, en exprimant chacune de ces
aires en fonction de z,,,
3 cos(zy,) sin(zy,) < %xnlz < 5 tan(zy,) .

Ce deux inégalités sont équivalentes a

sin(zy,) < 1

cos(xy) < < .
- T, cos(zy)
an SN——"

Puisque z,, — 0, on a a,, = cos(zy,) — 1 et b, — % = 1. On conclut donc avec le théoreme des
deux gendarmes. O

3.8.4 Surl’équivalence entre les indéterminations

Toutes les indéterminations du tableau présenté plus haut sont équivalentes, dans le
sens ol on peut toujours transformer une indétermination en une autre. Voyons les
y
principaux cas.
* Supposons par exemple que la limite de = soit “22”. Cela implique que ;- — 0,
et donc en écrivant 3 = a,, - bi, la limite devient du type “oo - 0”.
* Supposons ensuite que la limite de $* soit “22”. En écrivant

% = exp <log %) = exp(log(an) — log(bn)) ,

on voit que 1'on fait apparaitre log(a,,) — log(b,), qui dans la limite est du type
llw _ CX)”_

x Soit finalement a’* une suite qui dans la limite n — oo est du type “1°”. En
écrivant a’» = exp(b, log(a,)), comme a,, — 1 implique log(a,) — 0, b, log(a,) est
du type “o0 - 0”.

3.9 Série géométrique et applications

(ici, Video: v_suites_serie_geometrique.mp4)

Théoréme 3.6. Soit r € R, et, pour tout n > 1, définissons la suite
Spi=l4+r+ri+md 4.l pn,

Dans la limite n — oo,
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3.9. Série géométrique et applications

* s, divergeet s,, = +oosir > 1,
* s, = —sifr| <1,

* s, divergesir < —1.

Preuve: Sir = 1, alors
Sp=1+1+124+13+---+1"=n+1,

ce qui implique s,, = +o0.

Sir # 1, onavu (lien!) que

1— ,,JH-l
iy
On peut alors considérer séparément les cas :
% r > 1. Dans ce cas, on écrit plutdt
TnJrl -1
o= r—1

Commer —1>0etr"t! = o0,0ona s, — +o0.

*x —1 <r <1 Danscecas. |r"| = |r|" = 0car 0 < |r| < 1, etdonc s, — -

* 7= —1.Dans ce cas, s, = 3(1 — (—1)""1), et donc ne converge pas.
* 1 < —1.Dans cecas, " = (—|r|)" = (=1)"|r|", et puisque || — 400, s, n'a pas de limite
lorsque n — oo.

O

On peut observer le comportement de la suite (s,,),>0 en fonction de —1 < r < 1 sur
I’animation suivante. (On peut en particulier voir comme la suite n’est plus monotone
pour des valeurs négatives de )

5 516 517 518 519 520 521 522 8§23 524 &

1 513514 81
EEEEsEEEEEES EEEsEEEEEES lIIIIIIIIIlIII.III.III.III‘II'll.ll.l..ll..l‘

- 312
grq-Sii
l1—r7r 3839 IU.....
87 L
[ ]
s °

35.“
S._l.
51 @

52
S1

* b r = 0.800

Co
LJ

Dans le cas |r| < 1, on écrit souvent le résultat sous la forme

1

L+r+r+r4... =
1—r
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3.9. Série géométrique et applications

La somme infinie, dans le c6té gauche, s’appelle la série géométrique, et sa somme est
la valeur du c6té droit, a savoir l—ir (On étudiera les séries dans un chapitre ultérieur.)

On peut utiliser la série géométrique pour obtenir des formules utiles pour des sommes
infinies de méme nature :

Exemple 3.30. Fixons un |r| < 1, et considérons la somme
l—r+r—r4rt—pr ...
Remarquons que cette derniere peut se récrire
L+ (=r)+ (=) + (=r)* + (=) + (=) + -+,

qui n’est autre que la série géométrique de raison —r. Comme | — | = |r| < 1, cette
derniére converge et sa somme vaut

L—r4+r? =4t =P+ =

Exemple 3.31. Fixons un |r| < 1, et considérons la somme
S S S SRR

On peut récrire cette derniere ainsi :

r+r 4t =P+t ) =
1
= ~1
1—r
. T
1=

Exemple 3.32. Partons, a I’étape zéro, d"un triangle équilatéral que 1’on suppose
d’aire égalea Ay = 1:

nb itérations: n = 0

run

Puis, a I'étape 1, on divise chacun de ses trois cotés en trois parties égales, et on
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3.9. Série géométrique et applications

remplace chaque partie du milieu par un triangle équilatéral. L’objet obtenu apres
cette premiere itération (mettre n = 1 dans I’animation ci-dessus) a un bord consti-
tué de 12 segments. Remarquons que 'aire de chacun des trois triangles équilaté-
raux rajoutés vaut g, et donc apres une itération l’aire totale vaut

1
Puis on recommence avec chacun des segments du bord de A;, que 'on divise
en trois parties égales, et dont on remplace la partie du milieu par un triangle
équilatéral d’aire (5)?. On obtient ainsi un objet dont I'aire vaut maintenant

1 1
Ay=143-=43-4.—.
2= tho g 92

(Voir aussi I'explication de la vidéo ci-dessus.)

En itérant ce processus a l'infini (diviser a chaque étape les segments du bord en
trois parties égales, remplacer celui du milieu par un triangle équilatéral, etc), on
obtient un objet limite appelé flocon de von Koch, qui est un objet fractal. (Atten-
tion : dans I'animation, ne pas tester des n trop grand, cela risque de faire du mal
a votre browser!)

Quelle est laire totale du flocon, obtenu apres avoir fait n — oo ?

Remarquons qu’a chaque étape, le nombre de segments du bord est multiplié par
4, et qu'a I'étape n, I'aire de chacun des petits triangles rajoutés vaut 5. On a donc

A():l
1
A =1+3-5
1 1
1 1
Ag=1+43- 5434 5 +3-4:4-

1 1
An:1+3-§+3-4-—+3-4-4-—+---+3-4”‘1-9—n,
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3.9. Série géométrique et applications

que l'on peut récrire plus proprement :
1 1{1 4 42 43 4”‘1}
n 3 9 92 93 Y 977/_1
4 < 1 P qui dans la limite

9

On reconnait ici une somme géométrique de raison r =
n — oo devient une série géométrique convergente pour laquelle on peut utiliser

notre formule : ) | L 9
nivoe T3 To1T T35

3.9.1 Application : existence du nombre ¢

Thioreiua -
1) (en) et shrictewent croisante

2) (en) et borwz i 2¢en¢3 ¥hou
eel2,3) kel g

Par ww‘wh il existe

lim e = €
noa

(ici, Video: v_suites_nombre_e.mp4)
Dans cette section, on étudie la suite

Dans la limite n — oo, e,, meéne a une indétermination de la forme “1°°”, et il n’est pas

clair, a priori, de comment se comporte vraiment e,,.

Informel 3.10. Donnons deux arguments légitimes, mais tous les deux faux, concer-
(1+ 1)™ dans la limite n — oc.

nant le comportement de e,
* On peut penser, que lorsque n est grand, le terme < devient négligeable, et

donc écrire
en~ (140" =1,
ce qui mene a penser que la limite de e, est égale a 1.
* En se rappelant que méme s'il est petit, le terme ¢ = + est toujours strictement
positif, ce qui mene a penser, puisque 1 + ¢ > 1, que
e~ (1+¢e)" = o0.

On va pourtant montrer que le vrai comportement de cette suite ne suit aucun
de ces scénarios. On peut déja s’en convaincre en testant (lien!) soi-méme, avec

Tn = pow (1+1/n,n) |.
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3.9. Série géométrique et applications

(en,) est strictement croissante,

Par conséquent, il existe e € [2, 3] tel que

Théoréme 3.7. A Soit (e,),>; la suite définie ci-dessus. Alors

2) (e,) estbornée : 2 < e, < 3 pour toutn > 1.

lim e, = €.
n—oo

Preuve: Pour commencer, utilisons la formule du bindme de Newton (lien!) pour écrire e,, sous
une forme qui permette de mieux étudier sa dépendance en n :

1\n nnn,
%Z(LHQ :1+§2Q>1k@ﬁ

On utilise deux fois cette expression.

n!

Inn—-1)(n-2)---(n—k+1)
-t

* Affirmation :(e,,) est croissante. En utilisant I'expression précédente, pour n + 1

n+1

1
€n+1:1+§:y(1—
k=1

2 (- &)
b (-
Do) =,

Dans l'avant-derniere égalité, on a utilisé le fait que si k = n + 1, alors 1 — 21 = 0.
Comme e, est strictement croissante, on a en particulier que e,, > e; = 2.

% Affirmation :(e,,) est majorée par M = 3. En utilisant encore une fois I'expression ci-

dessus,
eﬂ+ile%ﬂ_@)
k=1 1 <1
"1
k=1
1K1
=1+ F + H
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3.10. Critere de d’Alembert pour les suites

Remarquons maintenant que pour tout £ > 2,

K=k -(k—1)--- 3 -2.1>2k1
~— ~—

>2 > >2

et donc
1

_1:3.
2

1 1
en<1+1+ZF<1+Z§:1+1
k=2 §=0

On a donc montré que (e,,) est croissante et majorée, donc elle converge. Puisque 2 < e, < 3
pour tout n, sa limite appartient aussi a cet intervalle. O

On connait aujourd’hui des milliards de chiffres de 1’expansion décimale de e. Ses pre-
miers termes sont

e = 2.718281828459045235360287471352662497 . . .

Euler a montré en 1737 que e est un nombre irrationnel.

3.10 Critére de d’Alembert pour les suites

Théoréme 3.8 [Critére de d’Alembert pour les suites]. Soit (a,,) une suite telle que

la limite suivante existe :
Apy1

p = lim
n—oo

an
* Si0 < p < 1, alors (a,) converge et a,, — 0.

* Si p > 1, alors (a,) diverge, et si en plus a, > 0 pour tout n suffisamment
grand, alors a,, — +oo0.

Preuve: Supposons pour commencer que 0 < p < 1. On peut donc choisir un § > 0 tel que
p<1-96,

et trouver un entier N tel que

an+1
Qn

<1-9§ Vn >N,

c’est-a-dire
lan+1] < (1 —0)|an| Vn > N.

En utilisant cette inégalité pour NV,
lan+1] < (1= 9)lan],
en l'utilisant pour N + 1,

lanta2| < (1= d)lant1| < (1 -6)%|an],
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3.10. Critere de d”Alembert pour les suites

et ainsi de suite, en 1'utilisant pour N + &,
lana] < (1= 0)|anyg-nl < < (1= an],
ce qui implique, puisque (1 — §)¥ — 0 lorsque k — oo, que

i Jan] = Jim Jayx] =0

Ceci implique a,, — 0.

Supposons maintenant que p > 1, et fixons un § > 0 tel que p > 1 + 4. On a alors I’existence

d’un entier N tel que
Gn+1

Qn

>1490 VYn>N.

En utilisant cette inégalité pour N,
lan11] 2 (1+ 6)|an],
en l'utilisant pour N + 1,
lanso| = (1+8)|an+1] > (1+6)*[an],
et ainsi de suite, en 1'utilisant pour N + &,
lantk] = (1+0)|an | =+ = (1 +6)F|an],
ce qui implique, puisque (1 + §)* — 400 lorsque k — oo, que
Jlﬁ\nolo lan| = kh_{lgo lan4i| = +oo.
Ainsi, (a) n’a pas de limite, et si a,, > 0 pour tout n suffisamment grand, alors

lim a, = lim |a,| = +0.

O

Informel 3.11. Ce critere est utile, mais il s’applique seulement a des suites pour
lesquelles |a, | tend tres vite vers zéro, ou tres vite vers l'infini. (Voir exemples plus
bas.)

Exemple 3.33. Considérons la suite

n2

Ay = §E'

On a montré précédemment que cette suite tendait vers zéro, en montrant que le
comportement exponentiel I'emporte sur le polynomial. Voyons comment le critere
de d’Alembert permet d’obtenir le méme résultat. Calculons

— lim |22 = im‘—("+1)2/2n+1
P n—ool QA n—o0 n2/2”
1. (n+1)? 1
ST Tt
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3.11. Limite supérieure, limite inférieure

Par le critere, ceci implique que a,, — 0.

Le critére est souvent utile dans I’étude du comportement de quotients présentant une
indétermination du type “2”, et ot on ne voit pas clairement comment extraire un
terme dominant.

Exemple 3.34. Considérons
n!
Ty = ﬁ )

également considérée précédemment. Ecrivons le quotient

Tpir  (n+1)! n" oot 1
T, onl (n+1)t T (n+1)r (14 L)
Ainsi,
. 1 1 1
p=lim || = — =<1
n—oo | @, lim, (14 )" e 2.718...

On conclut que z,, — 0.

Il est important de souligner que le critére de d’Alembert ne dit rien dans le cas ou
p = 1. Or beaucoup de suites tres simples, dont le comportement est bien connu, sont
des suites pour lesquelles p = 1. Voyons trois exemples.

Exemple 3.35. Pour la suite a, = %, ona

1

. 1 .
p= lim == = lim

n

=1,

3|

donc le critére ne permet pas de conclure. (Pourtant, on sait bien que a,, — 0!)

Exemple 3.36. Pour la suite a, = n, on a aussi p = 1, donc le critere ne permet
pas de conclure. (Pourtant, on sait bien que a,, — oo!)

Exemple 3.37. Pour lasuite a,, = (—1)", onaaussi p = 1, donc le critére ne permet
pas de conclure. (Pourtant, on sait bien que a,, n’a pas de limite!)

3.11 Limite supérieure, limite inférieure

On sait qu'une suite convergente est bornée, mais le contraire n’est pas vrai : une suite
peut étre bornée sans converger (par exemple : (—1)").

On va voir ici que I'on peut malgré tout associer a toute suite bornée deux nombres,
appelés limite supérieure et limite inférieure, qui donnent des informations utiles sur le
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3.11. Limite supérieure, limite inférieure

comportement de la suite a I'infini. On verra aussi que ces deux nombres sont utiles
pour étudier la convergence de la suite, puisqu’ils sont égaux si et seulement si la suite
converge.

(ici, Video: v_suites_limsup.mp4)

Soit (a,) une suite bornée. On définit deux nouvelles suites, (1,,) et (m,,) en posant,
pour tout n,

M,, :=sup{an,ani1,. ..},
my, = inf{a,, api1,. .. }.
Ces deux suites de réels sont bien définies puisque 1’on suppose (a,,) bornée. De plus,

x Comme M, majore {a,, a,11, ...}, ona en particulier que a,, < M,,.
>

x Comme m,, minore {a,, a,+1, ...}, on a en particulier que a,, > m,,.

On peut donc écrire
my, < ap, < M, Vn. (3.1)

Lemme 3.5. Les suites (/) et (m,,) sont monotones et bornées. Plus précisément,
* (M,,) est décroissante et minorée.
* (my,) est croissante et majorée.

En particulier, ces deux suites sont convergentes.

Preuve: Définissons Ay, := {an, an+1, ... }. Puisque 4,41 C A,, ona d’une part que sup A, 41 <
sup A, ce qui donne
Mn+1 g Mn7

et d’autre part que inf A,,; > inf A,,, ce qui donne

Mpy1 2 My

Comme (a,,) est bornée, (M,,) est minorée, et (m,,) est majorée. On a donc existence des limites
lim,,— o0 M, et lim,, oo M- ]

On observe ces propriétés sur I’animation ci-dessous. La suite (a,,) est représentée par
les points noirs, (M,,) par les points rouges, et (m,,) par les points bleus :
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3.11. Limite supérieure, limite inférieure

Maintenant que 1’on sait que ces suites sont convergentes, il est naturel de donner des
noms a leurs limites :

Définition 3.7. Soit (a,) une suite bornée, (M,,) et (m,,) définies comme ci-dessus.

1) La limite supérieure de (a,,) est définie par

limsupa, := lim M, .
n—00 n—oo

2) Lalimite inférieure de (a,,) est définie par

liminf a,, := lim m,, .
n—00 n—o0
Remarque 3.3. % Une suite bornée peut ne pas converger, mais ses limites su-

périeures et inférieures existent toujours.

* Puisque m,, < M,, pour tout n, on a que

liminf a, <limsupa, .
n—o0 n—oo

Exemple 3.38. Considérons la suite a,, = (—1)", qui comme on le sait est bornée
mais ne possede pas de limite. Quel que soit la valeur de n, I'ensemble {a,,, ap 1, ... }
contient une infinité de +1, et une infinité de —1, ce qui implique M, = +1 et
m, = —1. Ainsi,

lim M, = +1,
n— o0
lim m, = —1,
n—oo
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3.11. Limite supérieure, limite inférieure

qui signifie
limsupa, = +1,
n—00

liminfa, = —1.
n—oo

Exemple 3.39. Considérons a, = % Puisque (a,,) est décroissante,

M, = sup{an, ani1,...}

1 1
= su —
p n>n+17

1
=—-—0.
n
Aussi,
my, = inf{a,, api1,...}
1 1
:inf{—, ,...}:0
n n+l1l
On a donc

limsupa, = liminfa, =0.
n—00 n—oo

Remarquons que dans ce cas, on sait aussi que lim a,, = 0.
n—o0o

On a vu dans ce dernier exemple un cas d'une suite convergente pour laquelle les
limites supérieures et inférieures avaient une valeur commune. C’est en fait un critere :

Théoréme 3.9. Soit (a,) une suite bornée. Alors (a,,) converge si et seulement si
ses limites inférieures et supérieures sont égales. Plus précisément :

lim a, = L & liminf a, = limsupa, = L.
n—0o0 n—oo n—oo

ien-sUr ce résultat est aussi utile si on veut montrer gqu’une suite bornée ne converge
B Itat est til t t ! teb
pas : il suffit de voir que ses limites supérieures et inférieures sont différentes.

Preuve: (Voir aussi la vidéo)

=:Si a, — L, alors pour tout ¢ > 0 il existe NV tel que |a, — L| < € pour tout n > N. Ceci
implique que
L—e¢<a,<L+e, Yn=N,

et donc en particulier que pour toutn > N,
M, = sup{an,ant1,...} < L+e,

et
my, = inf{an, apnt1,...} =2 L—¢.
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Par conséquent,
L —e¢ <liminfa, <limsupa, < L+c¢.
n—roo n—o00

Comme ¢ > 0 est arbitraire, on a

liminf a,, = limsupa, = L.
n—00 n—00

<: Supposons que lim inf,,_, a, = limsup,,_, . a, = L. Si on fixe ¢ > 0, alors on a d"une part
qu’il existe un N tel que

sup{an,an+1,...} < L+¢, Vn > Ny
et d’autre part qu’il existe un N_ tel que
inf{an,ant1,...} > L—¢, Vn > N_
Ceci implique, en particulier, que
L—e<a,<L+e, Vn >N,

otton a posé N = max{N_, N, }. Ceci montre que a,, — L. O

Exemple 3.40. Considérons la suite (a,,),>o définie par

an = sin(§ +nj).

=1
n - Nn=o
. [ ]
- . -
b‘ x
. .0
“-.’..-ﬁ m“
'o-‘
. -
a' * .
'o' o.
l' .‘.
" " u..
=2 n:=3

Ses premiers termes n = 0, 1,2, 3 sont
LV2 V2 V2 V2
27 27 27 27

Par la périodicité du sinus, le reste de la suite s’obtient en répétant cette séquence.
On a en particulier que pour tout n,

2 2
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3.12. Le Théoréme de Bolzano-Weierstrass

On a donc

limsupa, =+
n—0o0

liminf a, = —
n—oo

Par le théoreme précédent, on en conclut que (a,,) est divergente.

3.12 Le Théoréme de Bolzano-Weierstrass

Informel 3.12. Supposons qu’a 'aide d"un stylo bleu, on place une infinité de
points, un a un, dans un intervalle [a, ] :

[+ 8 Xg xi g .- X xg x., b
[ L ] - L d L J - - ]

Le Théoreme de Bolzano-Weierstrass affirme que peu importe comment on choisit ces
points, il existe forcément un point de l'intervalle proche duquel vont s’accumuler
une infinité de points bleus.

DL S (an)yy, one s il o sk

1gn en g nyg oo Ve suite (shickunest crofssamk)

Heukiers: nie W ¥j34 On appele (a"d)d"'

une sovs-sute de (@a)ny,

Sode : , Qu, , A, 05,0 Qp,Q, Qg , -

(ici, Video: v_suites_Bolzano_Weierstrass.mp4)

Pour énoncer le théoreme rigoureusement, il nous faut un peu de terminologie :

Définition 3.8. Soit (,,),>0 une suite, et 0 < ng < ny < ny < ... une suite d’entiers,
strictement croissante. Si on pose

bk = Ty,

la suite (by)r>0 = (%n, k>0 est appelée sous-suite de (x,,),,>0.

Une sous-suite s’obtient donc a partir de (z,),>0 en ne gardant que certains termes,
et en ignorant tous ceux dont l'indice est entre deux entiers consécutifs de la suite

(Mg k=0 :

no=1 n, =4 Ny=b Ny=40

xc;@a“’tl:.‘ J@lx's“x"' "'" ‘xﬂ ’l xd"l"'
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3.12. Le Théoréme de Bolzano-Weierstrass

En choisissant les entiers n; et en considérant (z,, );, on dit qu’on a extrait une sous-
suite de ().
Exemple 3.41. Considérons la suite (z,,),>0 définie par

x, =sin(nZ).

N

On comprend cette suite en plagant I’angle n7 sur le cercle trigonométrique et en
regardant son sinus évoluer sur I’axe Oy. Ses premiers termes, en partant de n = 0,

sont
2 2 2 2
o Y2 V2, V2, V2
2 2 2 2
* Si on considere les indices pairs, a savoir ny, = 2k,

n=e

®
nz=1

“33'----—--"-.

nsY4 ns=
. @ °
“’5...-- - - ---c.”z’
-
n=é
alors (x,, k>0 est la suite 0,1,0,—1,0,1,0,—1, ...
% Si on considere les entiers multiples de 4, nj, = 4k,
n=2g
°
n=3 @ = = = _-----.n=l
nsy =
® @°
“'5.-0-. - - .---.”'-’
e
nsé

alors (z,, k=0 est une suite constante puisque z,, = x4 = sin(kmr) = 0 pour

tout k.
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3.12. Le Théoréme de Bolzano-Weierstrass

Ces deux exemples ont proposé des sous-suites le long desquelles on observait
une certaine régularité, mais on peut considérer des sous-suites arbitraires, par
exemple celle obtenue en prenant n;, = k2 + [v/k], pour lesquelles on n’observe en
général aucune régularité particuliere.

Théoréme 3.10. (Théoreme de Bolzano-Weierstrass) De toute suite bornée (),
on peut extraire une sous-suite convergente. Plus précisément : Si z,, € [a, b] pour
tout n, alors il existe L € [a, b] et une sous-suite (x,, ); telle que z,, — L.

Preuve: Soit L := lim sup,,_, ., T, C’est-a-dire

L= lim M,,
n—oo
ot M,, = sup{zy, Tny1,...}. Considérons une suite (¢;);>1 positive, tendant vers zéro. (Pour
fixer les idées, on peut choisir ¢; := %.)
* j = 1:Par définition de la limite, il existe n tel que

L—%gMnfl <L+5.
Par définition du supremum, il existe n; > n} tel que
L—e1 <2y, <L+er.

* j = 2: Par définition de la limite, il existe n/, > n; tel que

L—%gMné <L+%.
Par définition du supremum, il existe ny > nf, tel que
L—ey<xp, <L+eg.

* etc.

Ainsi, on a construit une suite (ny) strictement croissante telle que pour tout £,
L —¢; < T, < L+e¢g.
Ceci signifie bien que z,,, — L. O
Exemple 3.42. Considérons la suite (z,,),>¢ définie par
2 .
T, = cos(e” + " sin(5n?)).

Puisque z,, € [—1,1] pour tout n, le théoreme garantit 1’existence d'un réel L €
[—1, 1] et d"une sous suite (z,, ), telle que z,,, — L lorsque k — oc.

Voyons un exemple simple dans lequel la sous-suite peut étre donnée explicitement.
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3.13. Suites de Cauchy

Exemple 3.43. Considérons la suite (z,,),>0 définie par

n
n+1’

T, = (—1)"

qui est bornée puisque |z,| = ;%5 < 1. Cette suite ne converge pas, mais le théo-
réme garantit 1’existence d"une sous-suite convergente. Ici, on peut extraire expli-
citement deux sous-suites convergentes, assez naturellement :
* Si on ne regarde que les indices pairs, c’est-a-dire que I'on considere n;, = 2k,
alors on obtient la sous-suite
2k

EETESE

qui converge vers 1 lorsque k£ — 0.
% Si on ne regarde que les indices impairs, c’est-a-dire que 1'on consideére n;, =
2k + 1, alors on obtient la sous-suite

2k +1
Tok+1 = —m )

qui converge vers —1 lorsque k — oc.

Donc dans cet exemple, on peut extraire de la suite deux sous-suites différentes,
qui ont des limites différentes :

mpairs parirs
h
xg X3 X, X Ny X,

Pour finir, remarquons qu’en général, la conclusion du théoréme n’est plus vraie si la
suite n’est pas bornée :

Exemple 3.44. La suite z,, = n n’est pas bornée, et elle ne posséde aucune sous-
suite convergente.

3.13 Suites de Cauchy

Thiorene: Dans R, tovke site de Canchy converse

Ex: Lo svike L i I
!

svite de Cowcha, el couverge : i au = L exitk

n—o

q}‘L‘"“ﬁﬁ‘ Dams Q, o tiorime nlest plus vrai |

Pex, daus @, lo soke (@) ci- dessos et
aussi oue sulle da Coudry , mais ele we cou-
verg gas ! ((on pek mordver g L-:-wa,,el‘i\Q‘)

(ici, Video: v_suites_Cauchy.mp4)
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3.13. Suites de Cauchy

Remarquons que si une suite (a,,) converge, alors la distance entre deux de ses éléments
consécutifs tend vers zéro :

|ans+1 — an| = 0 lorsque n — oo
En effet, si lim,,_,~ a, = L, on peut écrire
lani1 — an| = [(ans1 — L) — (an — L)
< |an+1 - L| + |an - L|
—_—— ——
—0quand n—oco0  —0 quand n—oo

Mais on peut en fait en dire un peu plus : la distance entre deux de ses éléments quelconques
tend vers zéro a mesure que leurs indices grandissent.

|y, — a,| = 0 lorsque m,n — co.
En effet, on peut toujours écrire
| — an| = (@ — L) + (L — ay)|
—— ——
—0quand m—oco0  —0 quand n—o0

Cette propriété porte un nom :

Définition 3.9. (a,) est une suite de Cauchy si Ve > 0 il existe un entier N tel que

la, —am| <e VYm,n>N.

On a donc démontré, ci-dessus, que toute suite convergente est une suite de Cauchy, qui
est la premiere moitié du théoreme fondamental suivant :

Théoréme 3.11. Dans R, une suite (a,) est convergente si et seulement si c’est
une suite de Cauchy.

Preuve: Soit (a,,) une suite convergente : a,, — L. Fixons ¢ > 0, et considérons un entier N tel
que |a, — L| < § pour tout n > N. Si on considere deux entiers m,n > N, on peut utiliser
I'inégalité triangulaire et écrire

|am — an| = |[(am — L) + (L — an)|
<lam =Ll +|an—L| <e/2+e/2=¢.

Et donc (a,) est une suite de Cauchy.

Pour montrer que toute suite de Cauchy est également convergente, voir la vidéo ci-dessus. [J

Exemple 3.45. Considérons

k=

=]

Montrons que cette suite possede une limite, en montrant que c’est une suite de
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3.13. Suites de Cauchy

Cauchy. Pour ce faire, étudions la différence |a,, — a,,|. En prenant n > m > 2,

=D KD
an —anl = D= - Kl

k=0 k=0
_ Z (-1D)F
n k!

k=m+1

"1
<D 2l

k=m+1

1
D=

k=m+1
B n—1 1
= ‘ 2_3

j=m

n—1 m—1

1 1

DR TR

j=0 j=0
1) 1y

1—-3 1—-3
O
<(%)m*1.

On a utilisé k! > 281 (pour tout k > 2), fait le changement d’indice j = k — 1, et
utilisé la formule pour une somme géométrique de raison r = 3.

Donc si on fixe ¢ > 0, puisqu’il existe N tel que 57— < € pour tout m > N, on peut
conclure que sin > m > N, alors

la, — am| < €.

Ceci montre que (a,,) est une suite de Cauchy. Par le théoreme, la limite lim,,_, a,
existe.

Le fait que dans R, toute suite de Cauchy et convergente est une des propriétés cen-
trales des réels; ici, c’est une conséquence (pas directe, certes) de I’Axiome qui garantit
que dans R tout ensemble non-vide majoré posséde un supremum. Et en fait, on peut
méme montrer que la convergence des suites de Cauchy est équivalente a I’existence du
supremum.

I est important de souligner que cette équivalence n’a pas lieu dans les rationnels. En

effet, on peut introduire la méme notion de suite de Cauchy dans Q, et montrer que

toute suite convergente a,, € Q est une suite de Cauchy. Par contre, il existe des suites
de Cauchy dans Q qui ne convergent pas dans Q. Par exemple, la suite

1 1

ap =14+ 5+ 5+ 4

: n:

est une suite de rationnels (puisque a,, est une somme finie de rationnels), et on peut
montrer comme ci-dessus que c’est une suite de Cauchy, et donc qu’elle converge.
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3.13. Suites de Cauchy

Par contre, on peut montrer que la limite de a,, este = 2.718. . ., qui est irrationnel (voir
la preuve donnée plus loin dans cette section (lien!), ou cette vidéo (Numberphile), ou
encore celle-ci (Michael Penn)). Donc (a,,) est une suite de Cauchy (de rationnels), qui
converge dans R mais pas dans Q.

On dit que R est un corps complet (car toute suite de Cauchy converge), alors que Q
est aussi un corps, mais qui n’est pas complet.
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Chapitre 4

Suites définies par récurrence

4.1 Définition, exemples

Une suite est définie par récurrence lorsque chacun de ses termes est défini en fonction
du précédent. Plus précisément :

Définition 4.1. Soit g : R — R une fonction donnée, et x un réel. On définit alors
la suite (z,,),>0 par:

* son premier terme (appelé aussi condition initiale) : =y := =z,

* puis, par récurrence pour n > 0,

Tpt1 = g(Ty) .

On peut voir une telle suite comme un systéme dynamique, ot1 z,, est la position d"une
particule sur la droite au temps n; a chaque instant la particule détermine sa prochaine

position en fonction de l'actuelle. La suite x, 21,5, ... est alors la trajectoire de la
particule :
r1 = g(x0)
z2 = g(9(20))
z3 = 9(9(9(20)))
x4 = 9(9(9(9(x0))))
/_ ek ..
Xy Xy xg %o X, '
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4.1. Définition, exemples

A l'inverse de la plupart des exemples de suites rencontrés jusqu’ici, pour lesquels le
n-eme terme de la suite était défini explicitement comme fonction de I'entier n (comme
“x, = 15"), I'étude des suites définies par récurrence est en général bien plus difficile
(on ne peut pas facilement extraire des “termes dominants”, etc.).

A titre de curiosité, mentionnons deux exemples célebres.

Exemple 4.1. Un exemple fameux est celui de la suite logistique, associée a la
fonction ¢g(z) = rxz(1 — z), ot r > 0 est un parametre fixé :

Tpr1 = 1x,(1 — )

Ici, x,, modélise la taille d"une population a sa n-éme génération.

Le comportement de cette suite, dans la limite n — oo, dépend fortement de la
valeur du parametre r. Pour des petites valeurs de r, on peut montrer (voir exer-
cices) que x, — 0, quelle que soit la condition initiale =, € [0, 1]. Par contre, pour
des grandes valeurs de 7, le comportement de z,, devient plus compliqué. Pour des
valeurs r > 3.8, le comportement de la suite devient chaotique. (Voir ’animation a
la fin du chapitre.)

1.0

:azww
0.6 ,‘// \\
0.4
0.2 M\x

0.0
24 26 28 3.0 3.r2 34 36 38 4.0

Source : Wikipedia: Logistic map

Exemple 4.2. Soit g : N — N définie par

T

{5 si x est pair,

T) =
9(x) 3r+1 siximpair.

En choisissant une condition initiale o € N, la suite (z,),>0 est une suite de
nombres entiers, et est construite en commengant avec z, puis en définissant

Tp+1 = g(xn) .

La compréhension du comportement de cette suite dans la limite n — oo est un
des grands problemes ouverts “fameux” des mathématiques.

On remarque, en essayant plusieurs conditions initiales, que la suite termine sur la
boucle “4,2,1”. Par exemple, en prenant x, = 3, la suite est

3,10,5,16,8,4,2,1,4,2,1,4,2,1, . ..
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4.2. Ftude d’un cas simple

En prenant z( = 12,
12,6,3,10,5,16,8,4,2,1,4,2,1, ...

La Conjecture de Collatz affirme que la suite termine toujours par la boucle “4,2,1”,
quelle que soit la condition initiale. Voir Veritasium: The simplest math problem no
one can solve

4.1.1 Contenu de ce chapitre

I n’existe pas de “théorie générale” permettant de comprendre le comportement asymp-
totique de toutes les suites définies par récurrence, donc nous nous contenterons de
considérer quelques exemples, et de présenter quelques techniques qui permettent de
les étudier.

4.2 Ftude d’un cas simple

Commengons par un exemple simple de suite définie par récurrence,

xn-}—l = g<xn) )
avec la fonction affine

X
142,
g9() +3

Ce cas a I’avantage de pouvoir étre étudié par plusieurs méthodes; on apprendra donc
quelques “trucs” qui seront utiles pour la suite.

Nous étudions donc la suite (x,,),>0, avec une condition initiale z,, et
—1+1
Tn+1 an .

Voyons trois méthodes tres différentes, qui menent toutes a la méme conclusion sur le
comportement de cette suite dans la limite n — oc.

4.2.1 Méthode 1: Observer, puis travailler

On regarde si les premiers termes suggerent un certain comportement, puis on essaie
de montrer rigoureusement que la suite suit effectivement ce comportement pour tout
n.

Par exemple, commencons avec ro — 5, et regardons quelques termes :
To = 5, T = 35, Ty = 275, T3 = 2375, Ty = 21875,

Ces premiers termes semblent indiquer que la suite décroit.

Pour commencer, essayons donc de montrer que cette suite est monotone. Pour ce faire,
considérons la différence z,,+1 — x,, en écrivant explicitement deux termes consécutifs,
chacun en fonction du précédent :

1
Tnt1 = 1+ 5Ln

1
T, =1+ 5Tn—1
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4.2. Etude d’un cas simple

En soustrayant, on obtient

('Tn - xn—l) )

N[ —=

Tpt1l — Tpn =

et comme cette dernieére vaut pour tout n, on peut l'itérer :

Tny1 — Tp = %(xn - 1771—1)

Cette suite d’égalités montre en particulier que pour tout n, le signe de z,,; — z,, estle

meéme que celuide 1 — 2 :

<0 sizg>2
:cnﬂ—xn:%n(l—%o) =0 sizg=2
>0 sizg<?2.

On peut donc conclure sur la monotonie de notre suite :
* (x,,) est strictement décroissante si zy > 2,
* (z,,) est constante égale a 2 si zy = 2,

x (z,) est strictement croissante si o < 2,
Dans le cas ou1 2o = 2, la suite reste constante z,, = 2, et donc

lim z,, = 2.

n—oo
Dans le cas ol zy # 2, la suite n’est pas constante mais elle est strictement monotone,
donc on peut espérer montrer qu’elle converge en la majorant (dans le cas ot elle croit)
ou en la minorant (dans le cas ou elle décroit).

* Si 2y < 2, on montre par récurrence que (z,) reste majorée par M = 2. En effet,
l'affirmation est vraie pour n = 0, et si on suppose que z,, < 2, alors

8

Tpp1 = 1+ 7” <l+1=2.

~
<1

* Sizy > 2, on montre par récurrence que (z,) reste minorée par m = 2. En effet,

l'affirmation est vraie pour n = 0, et si on suppose que z,, > 2, alors

Compilation: 2026-09-07 12:47:07+02:00. Version Web: https://botafogo.epfl.ch/analyse-1-flipped


https://botafogo.epfl.ch/analyse-1-flipped

4.2. Ftude d’un cas simple

On sait donc, dans les deux cas (zy < 2 et 7y > 2), que la suite est convergente, puisque
monotone et bornée. Donc on a garanti I'existence de la limite

L= lm z,.
n—o0

Reste a savoir ce que vaut L...

Or si on reprend encore une fois la relation qui définit toute la suite,

Tpy1 =1+ %xn )
maintenant que 1’on sait que z,, — L, on peut prendre la limite n — oo des deux cotés :

T =1t o

—L —L

Ainsi, L doit étre solution de I'équation
L=1+3L.

En résolvant, on obtient L. = 2. On a donc montré que

lim z, =2 Vrg € R.

n—oo

Remarque 4.1. Il est utile d’apprécier ce que nous venons de faire en prenant une
calculatrice et en observant qu’effectivement, en commengant par n'importe quel
ro € R, eten calculant z; = 1+ %, 75 = 1 + %}, etc., on observe la monotonie de la
suite (en fonction du choix de ), et sa convergence vers 2.

4.2.2 Méthode 2 : Chercher la dépendance en n

On essaie d’exprimer chaque x,, explicitement en fonction de n. Pour cela, il est bien d’écrire
les quelques premiers termes, pour essayer de voir apparaitre une certaine structure

Ty = 1+ %l’o
vy=1+3n =1+3(1+3z)=1+1+
ry=1+30o=14+3(1+12) =143
On peut donc conjecturer que pour tout n,
Tn = 1+%+(%)2+...+<%)n—1+(%>nx0.
On a vérifié que cette expression est vraie pour n = 1, 2, 3. Maintenant, si elle est vraie
pour n, alors
Tnt+1 = 1+ %l'n
=L B+ () 4 ()
— L+ b P @ B,
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4.2. Etude d’un cas simple

et donc elle est vraie aussi pour n + 1. Par récurrence, elle est vraie pour tout n.

Maintenant, on remarque dans 1'expression générale de x, une somme géométrique

de raison r = 3 :

b (24 () = 2 — o (.
On a donc réussi a exprimer z,, explicitement en fonction de n :
on=2(1=(3)") + (3)" %0,

ce qui permet de calculer la limite n — oo. En effet, (3)” — 0 et (3)"zo — 0, quelle que
soit la valeur de zy. Donc la limite ne dépend pas de la condition initiale, et vaut

lim x, =2 Vrg € R.

n—o0

4.2.3 Méthode 3 : Chercher une suite de Cauchy.

On essaie de montrer que la suite converge, en montrant que c’est une suite de Cauchy.

D’apres le calcul fait dans la Méthode 1,

|$k+1—$k|:2%|1—m?0| vk .

On peut alors étudier, pour n > m,

‘xn - xm| — ‘(xn - xn—l) + ('rn—l - xn—Q) + -+ (xm—l-l - me)|
n—1
<Z|$k+1—$k|
k=m
" n—1 1
<1-3 o"
k=m
1— (L 1—(Lym
:“_%0'{ 1 <21> ] (23 }
2 )
1

. 1
= |1 - 70|{2m71 - anl}’

qui tend vers zéro lorsque n, m — oo, quelle que soit la valeur de zy. Ceci montre que
(xn)n>0 est une suite de Cauchy, et donc qu’elle converge :

L= lm z,.
n—0o0

On obtient la valeur de L comme on 1’a fait avant, en prenant la limite n — oo des deux
cOtés de la relation 7,41 = 1 + %*. On a donc montré que

lim z, =2 Vrg € R.

n—o0
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4.3. Remarques générales

4.3 Remarques générales

L’étude de I'exemple de la section précédente a montré qu’une information utile peut
étre obtenue en prenant la limite n — oo des deux cotés de la relation

Tpy1 = g(iL‘n) :

Ceci méne a la définition suivante.

Définition 4.2. Un réel =, est un point fixe de g si g(z.) = z..

Exemple 4.3. g(r) = 1+ 3 possede un unique point fixe z, = 2.

Exemple 4.4. ¢(z) = 4z(1 — ) possede deux points fixes, x! = 0 et 22 =

= Qo

Exemple 4.5. g(z) = e* ne possede aucun point fixe.

A priori, I'existence ou non d'un point fixe n’est pas forcément reliée au comportement
de la suite dans la limite n — oo, mais la recherche de points fixes est un bon point de
départ dans 1’étude d'une suite définie par récurrence.

Par exemple, si on sait que g possede un point fixe z,, et si on utilise ce point comme
condition initiale

Ty = Ty,

alors la suite x,,.1 = g(x,) est constante :

x1 = g(w) = g(xs) = .
Ty = g(x1) = g(z:) = s
z3 = g(72) = g(74) = 7.

Ce qui est plus intéressant est d’utiliser la connaissance de points fixes pour guider
I'étude de la suite.

Pour commencer, si une condition de régularité est satisfaite par g, alors 1’éventail de
scénarios possibles pour le comportement de la suite est considérablement réduit :

Théoréme 4.1. Si une suite définie par récurrence z,.; = g(x,) est convergente,
etsi g : R — R est continue , alors la limite de z,, est un point fixe de g.
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4.3. Remarques générales

Preuve: Si x,, — L, alors x,+1 — L et la continuité de g au point L implique g(z,,) — g(L).
Donc en prenant la limite n — oo des deux cotés de la relation

Tp+1 = g(ZCn) ;

on obtient
L=g(L).

Donc L est un point fixe de g. O

Voyons un exemple ot la recherche de points fixes est utile dans 1’étude de la limite :

Exemple 4.6. Considérons la suite z,,,1 = g(x,), avec condition initiale zy = 4, et
g(z) =2 — 1, c'est-a-dire

1
Tni1 = g(Tn) .
Cherchons les points fixes de g :
1 2
2—— =z, & (z.—1)7=0.
T«

Donc z, = 1 est 'unique point fixe de g, et c’est a priori un candidat pour la limite.
Puisque notre condition initiale est zy = 4 > 1, on peut essayer de voir si la suite
décroit. C’est effectivement ce qu’indiquent les premieres valeurs :

Z‘0:4

1 1
Tyg=2——=2——=1428...

275:2——:2

On a donc un scénario qui semble raisonnable : montrer rigoureusement que la
suite converge, puis que sa limite vaut z, = 1.

Montrons d’abord que la suite est minorée par 1. Pour la condition initiale, on a
xo = 4 > 1. Ensuite, si on suppose que z,, > 1, alors

1 1
Tpy1=2——>2——-=1.
Tn 1

Ceci montre en particulier que z,, est toujours bien définie.
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4.4. Approche graphique

Ensuite, en calculant

(on a utilisé le fait que z,, > 1 > 0) on voit que (z,,) est décroissante.

Etant minorée et décroissante, la suite converge :

L= 1lm z,.
n—o0
Puisque toute la suite évolue sur le domaine |0, +oo], sur lequel g est continue, on
en déduit par le théoréme du dessus que L ne peut étre qu'un point fixe de g;
comme iln’y en a qu'un, z, = 1, on en déduit que L = 1.

Informel 4.1. En fait, on a calculé la valeur d’une fraction continue

Une fonction continue g peut posséder plusieurs points fixes. Dans ce cas, si la suite
converge le théoreme ne dit pas vers quel point fixe elle converge. Dans un tel cas, une
étude détaillée est nécessaire (voir les exercices).

Mais le théoreme est utile dans le cas suivant : si g est continue et ne possede pas de
point fixe, alors (x,,) n'a pas de limite. (En effet, si elle convergeait, alors sa limite serait
un point fixe, une contradiction.)

Exemple 4.7. Considérons une suite (x,,) pour laquelle
Tpt+1 = Jii + 3 .

Ici, puisque g(x) = z* + 3 est continue et n'a pas de point fixe (car 1’équation
g(xz) = x n’a pas de solutions), on en déduit que z,, ne peut pas converger, quelle
que soit la condition initiale choisie.

4.4 Approche graphique

La difficulté, dans I'étude d’une suite z,,;1 = g(x,), est parfois de savoir par ot com-
mencer. Montrer que la suite est majorée /minorée ? Si oui, avec quel majorant/minorant ?
Montrer que la suite est croissante/décroissante ?

Nous allons voir maintenant que le graphe de g peut étre une aide précieuse dans cette
analyse, et peut donner des pistes.
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4.4. Approche graphique

Remarque 4.2. L’approche graphique que nous allons présenter est utile car elle
suggere des fagons de commencer a étudier la suite, mais elle ne fournit en aucun
cas une étude rigoureuse.

Supposons que le graphe de la fonction g est connu, et que la valeur de z,, a déja
été calculée. Montrons comment construire z,,, graphiquement a partir de z,, et du
graphe de ¢ :

1) Commencer en (z,,0)

2) Monter verticalement sur le graphe de g, au point (z,,, g(z,,)) = (¥, Tp+1)

3) Glisser horizontalement jusque vers la diagonale y = z, au point (2,41, Zn41)

4) Redescendre sur (x,41,0)

f!.,!m.) a

B

fx'ltnxhn)

.

v

xhp‘ xl'l.

Bien-stir, on peut sur le méme dessin représenter z,., a partir de z,.4, etc. Donc en
partant de z(, on a un moyen graphique de suivre la trajectoire xy, z1, x2, . . .

Exemple 4.8. Reprenons le premier exemple considéré dans ce chapitre, associée
a Xz
r)=1+—.
9(x) 5
Sur I’animation ci-dessous, observer le comportement de la suite en fonction de la

condition initiale x :
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4.4. Approche graphique

V4
g(z) :‘1+D.5*x ‘ draw/

e @ [ ] [ ] L ]
BWT3 To I o A

On observe graphiquement tout ce que nous avions obtenu analytiquement. En
particulier, on voit le point fixe z, = 2, a l'intersection entre le graphe de g et la
droite y = x. Puis, une fois la condition initiale x, choisie,

* T, est décroissante si xy > 2
* x, est croissante si xy < 2

* dans les deux cas, z,, converge vers le point fixe

Exemple 4.9. Considérons la suite traitée dans la section précédente, associée a

1
—2_ -
g(x) —

avec la condition initiale o = 4 :
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4.4. Approche graphique

gLy Iy Iy

26
F&

On remarque que le graphe de g est tangent a la diagonale au point fixe, et comme
n’importe quelle condition initiale au-dessus du point fixe mene toujours a la méme
limite, qui est atteinte en décroissant, comme vu précédemment. D’autres condi-
tions initiales ménent a la méme limite, mais sans que la suite soit forcément mo-
notone.

Exemple 4.10. Considérons la suite logistique de 'introduction,
Tpr1 = 1x,(1 — ).

L’animation ci-dessous montre les grandes différences dans le comportement asymp-
totique de la suite, en fonction de la valeur du parametre » > 0. (Pour ne pas
rendre le dessin incompréhensible, on n’a représenté que les 20 premiers termes
de la suite.)

r=1.900...

O)
e

h
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Chapitre 5

Séries numériques

5.1 Définitions et exemples

asapag [ g
+

aa, [T 4
a,

(ici, Video: v_series_intro_definition.mp4)

Une série, en analyse, est une somme infinie.

Dans ce chapitre, nous étudierons les séries numériques, qui ne sont rien d’autre que
des sommes infinies dans lesquelles on somme tous les termes d'une suite donnée
(@n)n>n,, @ partir du premier :

Apy + Apy + Apy + Qpgy + ...

Le symbole utilisé pour représenter un telle somme est

00
E a,, ou E Ay,

n=ng nzng

ou encore, puisque 1'indice est muet,

que l'on lit “la somme de tous les ay, pour k allant de n( a 'infini”, et on dit que son
terme général est ;.

I s’agit donc de définir rigoureusement ce que signifie “sommer une infinité de nom-
bres”. Pour simplifier un peu l'exposition, on supposera souvent que n, = 0 ou 1.
Nous fixons donc une suite (a,),>0, €&t commencons a sommer un a un ses éléments, en
commengcant par le premier. Ceci mene a définir les sommes successives obtenues :
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5.1. Définitions et exemples

Définition 5.1. Soit (a,),>¢ une suite de réels. On définit la suite (s,,),>o ainsi :

Sp +— Qo
S1:=ag+ aq

So i= ag + a1 + as

Spi=aqp+ai+as+---+an

On appelle (s,),>0 la suite des sommes partielles associée a (a,),>o. S, est la n-
eéme somme partielle.

Quelle que soit la suite (ay,),>0, la suite des sommes partielles associée (s,,),>0 est tou-
jours bien définie. On donne alors un sens a la somme infinie des «a,, en considérant la
limite de la suite des sommes partielles :

Définition 5.2. Soit (s,),>0 la suite des sommes partielles associée a (a,)n>o. Si
(Sn)n>0 converge, c’est-a-dire si la limite

s:= lim s,
n—oo

o0

existe et est finie, on dit que la série E a, converge, et que sa somme vaut s. On

n=0

oo
E ap = S
n=0

Dans les autres cas, on dit que la série diverge.

écrit :

Lorsque lim s, = %00, on écrit
n—oo

Exemple 5.1. (Suite constante) Soit (a,),>o la suite définie par a, = ¢ pour tout
n > 0, o ¢ € R est une constante. La néme somme partielle est

Sp=ag+ a1+ -+ ay
=c+c+---+c
n+1 fois
=cn+1).
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5.1. Définitions et exemples

Ainsi,
400 sic>0,
lim s, = lim ¢(n+1) =<0 sic=0,
n—oo n—oo
—o0 sic<O0,

ce qui implique que la série ) . a, converge si et seulement si ¢ = 0, et dans ce

cas
Zan:O.

n=0

Lorsque ¢ # 0, la série diverge et

400 sic>0,
Za”: ; 0
= —o00 siec<0.

Ce dernier exemple a montré, sans surprise, qu’une somme infinie de nombres stricte-
ment positifs, tous égaux, est infinie.

Exemple 5.2. Soit (a,),>¢ définie par a,, = n. La somme partielle s,, est donc
S, =04+14+2434+4+---4+n.
On sait (lien!) que cette somme vaut

1
Sn:n(n+ )7

2

ce qui implique que s,, — oco. Donc la série diverge :

1424344+ =) n=+o0,
n=1

Méme si cela peut sembler contre-intuitif, il est possible de sommer une infinité de
nombres non-nuls, et d’obtenir une somme totale finie; nous avions déja rencontré
ce phénomene dans 'étude de la série géométrique; celle-ci fournit notre premier
exemple non-trivial de série convergente :

Exemple 5.3. La série de terme général a,, = ", our € R est fixé, n’est autre que
la série géométrique de raison r :

Zan=1+r+r2+r3+---
n=0

Sir = 1,la néeme somme partielle est s, = n + 1, qui diverge bien-str. Si r # 1, on
peut (lien!) calculer

1_Tn+1
sn:1+r+r2+r3+'--+r":ﬁ,
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5.1. Définitions et exemples

si|r] <1,

et conclure :
- converge
sinon.

Z "= diverge

n=0

De plus, dans le cas ot || < 1, s,, — 1—;, et donc

7”:
1—r
n=0
Par exemple,

1 1 = /1\" 1
1 —_— —_— —_— o e e T —_— p— :2
1 1 1 > 1\" 1 3
1—— —_—— — e e e — _—— = = —
3T s ;( 3) () 1

Nous connaissons un autre cas de série convergente (de termes non-nuls), plus com-

=1
Tz’

pliqué :
Exemple 5.4. Nous avons vu (lien!) que la série de terme général a,,
11
ﬁ—1+§+3—2+--- converge .

1

1 1
Sn:1+§+§+.“+ﬁ

En effet, nous avions montré que les sommes partielles

forment une suite croissante et majorée, donc convergente.

L2 D0 Gusanneson

8

5.1.1 Divergence de la série harmonique

Au vu du premier exemple de la section précédente, on peut facilement construire des

exemples de séries divergentes, comme par exemple
14141414 =+00

Considérons maintenant un exemple plus intéressant, et bien plus important, celui de

la série harmonique.
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5.1. Définitions et exemples

Théoréme 5.1. La série harmonique, de terme général a,, = %, est divergente :

o0

2:1 il Ly +
_ = — — — = 000 = 0.
—~n 2 3 4 5

*1 4 + 00
I B
. S.. S, 5'3 s'qs'g RERE

En d’autres termes, si I’on fait un pas de longueur 1, puis un pas de longueur 3, puis
un pas de longueur £, et ainsi de suite (toujours vers la droite), alors on part a I'infini.

Preuve: Remarquons que la suite des sommes partielles associée a la suite a, = 1 est stricte-

ment croissante : s,,1 > sp. Pour montrer que s, — o0, il suffit donc de trouver une sous-suite
(Sn, ) telle que s, — oco.

Considérons les indices qui sont des puissances de 2 :

S9 =

842322:14‘%4'%4‘% 22%

Plus généralement, on peut montrer que pour tout entier k > 1,

|

52k 2

Comme & — oo lorsque k — oo, on conclut que s, — oc.

Une autre preuve (trés semblable) de la divergence de la série harmonique : A stylish proof
that... (Michael Penn) O

Nous venons de montrer que la suite partielle associée a la série harmonique,

LI S S

Sn — — — — e -,

2 3 4 n

tend vers l'infini : Cela signifie que quel que soit le seuil M > 0 que l'on fixe, aussi
grand soit-il, il existe toujours un indice N tel que s,, > M pour tout n > N.
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5.1. Définitions et exemples

89
L ]

(e }

T La

Informel 5.1. La suite des sommes partielles de la série harmonique tend vers
I'infini, mais tres lentement... Par exemple, si dans I’animation ci-dessus on fixait

M = 50, il faudrait que n soit au moins -10?! pour voir qu’effectivement s,, > 50...

On pourra également lire les commentaires se trouvant ici.
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5.1. Définitions et exemples

5.1.2 Surl'importance de la définition de convergence pour une série

Exemple 5.5. Considérons a,, = (—1)", n > 0. Les sommes partielles sont alors

so=(-1)"=1

si=(-D"+(-1)'=1-1=0
so=(—1)"+ (=)' +(-1)’=1-1+1=1

s3= (14 (=)' + (-1’ + (1) =1-1+1-1=0

Ainsi,
0 sinestimpair,
Sn = . .
1 sinestpair.
Donc s, ce qui signifie que la série

D) =1—1+1-1+1—1+1--

n=0

est divergente.
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5.2. Propriétés des séries convergentes

Informel 5.2. On serait peut-étre tenté de calculer la somme infinie du dernier
exemple,
s=1—-1+1-14+1—1+1---

a l’aide d’opérations algébriques injustifiées.

Par exemple, on pourrait réorganiser les termes de la série par paquets de deux :

Mais une autre facon de réarranger donnerait

s=1+(-1+1)+(-14+1)+---=1
=0 =0

Ou alors, en multipliant la somme par 2,

2s=s+s=1-14+1-14+1—-1+1—---
+1—-1+1—-14+1—-1-+---
:1’

etdonc s = 1... (Voir aussi ici pour une autre fagon de formuler la méme absurdité.)

Les manipulations formelles faites sur cet exemple (insérer des parentheses, sommer
terme a terme) sont interdites, parce qu’elles s’effectuent sur une série divergente. Ceci
montre que 1'on ne peut pas manipuler une série comme on manipule une somme
contenant un nombre fini de termes, et souligne 'importance de la définition de conver-
gence que nous avons adoptée pour une série (via les sommes partielles).

Dans la section suivante on montrera, entre autres, que pour les séries convergentes, les
manipulations usuelles sur les sommes finies sont autorisées.

5.2 Propriétés des séries convergentes

?ﬂ’w Soeut kZ;’ak o Eb,\ denr vies nw«amﬁ

Aas 4) ¥2eR, Y (haw)=AL oy,
k=1 ezt

) £ laen)(Ea) (E0)

Puwe s 1) Soit Sai=

(ici, Video: v_series_proprietes.mp4)

5.2.1 Le terme général tend vers zéro

Intuitivement, il est clair que pour pouvoir sommer une infinité de nombres a,, il faut
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5.2. Propriétés des séries convergentes

que ceux-ci deviennent toujours plus petits & mesure que n devient grand :

Lemme 5.1. Si ) a, converge, alors a, — 0.

Preuve: Si la série converge, cela signifie que la suite des sommes partielles a une limite : s,, — s.
On a donc

anp=(a1+ax+---+ap—1+ap) — (a1 +az+--+apn_1)

TV TV
=S8n =Sn—1

=S8np — Sn—1,
ceci implique que a,, - s —s = 0. O

Comme corollaire du lemme ci-dessus, on a un résultat pratique : si le terme général
d’une série ne tend pas vers zéro, alors cette série diverge.

. 1+3" .
Exemple 5.6. La série E JW diverge. En effet, son terme général ne tend pas
n>1
vers z€ro puisque
, . 143" . 3M(14+3™)
lim a, = lim ——— = lim —————~

. 1+3™
= hm o

Informel 5.3. Attention : il ne suffit pas que a,, — 0 pour que ) a, converge! Par
exemple, la série harmonique a son terme général qui tend vers zéro, a, = + — 0;
mais elle diverge.

Donc pour qu’une série converge, son terme général doit faire plus que juste “tendre
vers zéro” : il doit tendre vers zéro suffisamment vite.

5.2.2 Converger : une propriété asymptotique

La deuxieme qualité importante peut étre formulée en disant que la convergence/divergence
d’une série est un propriété qui ne dépend pas d’un nombre fini de ses termes. En effet, si une
série converge (resp. diverge), alors on peut modifier un nombre arbitraire (mais fini) de
termes, elle continuera a converger (resp. diverger).

Exemple 5.7. On sait que la série harmonique ), + diverge, et que la série ), %
converge. Fixons un entier N, arbitrairement grand.

* Si on définit
sin < NO ,

Ay 1= .
sin > Ny,

3= O

alors ) a, diverge.
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* Si on définit
sin < Ny,
sin > Ny,

alors ) b, converge.

5.2.3 Sommes et multiplication par un scalaire

Finalement, donnons deux propriétés simples utilisées constamment dans la manipu-
lation des séries convergentes :

Proposition 5.1. Soient Z a, et Z b, des séries convergentes.

n n

1) Z(an + b,,) est convergente, et

> (an +bn) Z an + Z by
2) Pour toute constante \ € R, Z Aa, est convergente, et
Z Aa, = A Z an

En particulier, pour toutes constantes o, € R,

Z(aan—i-ﬁbn) zaZan—i—Ban

Preuve: Pour des suites (ay)n>0, (bn)n>0, considérons les sommes partielles associées, notées
respectivement (sy,)n>0 €t (s},)n>0. On a donc, par hypothése, existence des limites

lim s, = g ak
n—oo

k>0
lim s g b .
n—oo

k>0

Soit (sh)n>0 la suite des sommes partielles associées a la suite (a,, + by)n>0. Pour tout n,
n

8;; = Z(ak—i-bk) = Sn-l-sgl
k=0

(On a fait une opération autorisée puisque les deux sommes sont finies!) Etant la somme de
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deux suites convergentes, s;, est également convergente, et de plus sa somme est

g (ag + bg) = lim s
n—oo
k=0
= lim (s, +s),) =
= lim s, + lim s,
n—o0 n—0o0
= E a + E b .
k>0 k>0

L’autre propriété se démontre de la méme facon. O

3 5(—2)"
Exemple 5.8. Dans Z (2_” + u), on reconnait deux séries géométriques,

T
1 (=2)"
2 et
n=0 n=0
donc utiliser la proposition, et en déduire que notre série de départ converge. De

plus, sa somme vaut

Z(Q%+5<;—f)n) :322%%2(_72)”

n=>0

, toutes deux convergentes puisque de raisons |r| < 1. On peut

n=0 n=0 n=0
1 1
=3. 1+5. —
1-1 1-(32)
_ 8
9

5.3 Le critere de comparaison

Thiorme (Criteve de comparaison) Sied (), (ba),,,

duwe suks felbs que
0 & An$ by ’fV‘:u@armd

Aas: 1) S T b, oo (comergy) , abrs L an<en ( conwermy.
Wi wu aussi ).

2) Si T a,=+00 , alos T b, =+teo
i

ng

(ici, Video: v_series_critere_comparaison.mp4)

Le critere le plus utilisé dans ’étude des séries. Il permet, lorsqu’il s’applique, d’étudier
la convergence/divergence d'une série donnée, en la comparant avec une autre série
donc la convergence/divergence est connue.

Théoréme 5.2. Soient (a,,) et (b,) deux suites telles que
0< a, < by

pour tout n suffisamment grand.
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5.3. Le critere de comparaison

1) Si E b, converge, alors E a,, converge aussi.
n n

2) Si Z a, = 400, alors Z b, = +o0.

n

Preuve: Supposons pour commencer que 0 < a,, < b, pour tout n > 1 (au lieu de juste “pour
tout n suffisamment grand”). Définissons les sommes partielles :

n n
/
sn::E ar , snzzg b .
k=1 k=1

Par définition, 2@1 a, converge si et seulement si s, est convergente, et 2@1 b, converge si
et seulement si s/, est convergente.
Puisque 0 < a,, < b, pour tout n, on a aussi que

0<s,<s Vn>1.

/
n
De plus, comme tous les termes que leurs sommes contiennent sont positifs, s, et s/, sont des

suites croissantes. En effet, on peut écrire, pour toutn > 1,

Spt1—Sp=(a1+ -+ ap+apnt1) — (a1 + -+ ay)
:an+1>07

etdonc s,,+1 > s, (Pareil avec s),.)

1) Si )~ by converge, alors il existe s’ € R tel que s}, — s’. Comme s;, est croissante, on a
s, < ¢, et donc aussi s, < §'. Donc s,, est croissante et majorée, donc aussi convergente,
ce qui signifie que ) -, a, converge.

2) Si Zn>1 an, = +00, c'est que s, — 0o, et donc comme s, > s, pour tout n > 1, on a aussi
que s;, — 0o, c'est-a-dire ) -, b, = +oc.

Maintenant, siona 0 < a, < b, seulement a partir d"un certain ng, on peut adapter 'argument
sans difficulté, en redéfinissant

n n
. I b
Sp 1= ag , Sy = k-

k=no k=ng

Exemple 5.9. Considérons la série

1
Z 2" +n +sin(n)

n=1

Pour toutn > 1, n +sin(n) > 1 — 1 = 0. On peut donc comparer :

1 1
< < =
S 2n 4 4sin(n) 20
~ ~ N~~~
=:an =ibn
Puisque ) ., b, est une série géométrique de raison r = 3 < 1, elle converge.
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Donc )., a, converge aussi.

Exemple 5.10. Considérons

ou p est un réel fixé.

* On sait déja que dans le cas p = 2,

1
E ﬁ Converge.

n>1

Or si on prend n'importe quel p > 2, alors n? > n? (pour tout n > 1), et donc

0< — <€ — pour toutn > 1.

Donc par le critere de comparaison, ) | converge aussi.

n=1 nP

x D’autre part, on sait que la série harmonique
E — =00.

Or si on prend n’importe quel p < 1, alors n? < n (pour tout n > 1), et donc

1 1
0< — < - pour toutn > 1.
n
\,./ \g./
=an =

Donc par le critere de comparaison, 3, ., -5 = +o0.

n}l npbP

On a donc montré que

Z 1 Jdivergesip <1,
n convergesip > 2.

n=>1

Nous verrons plus loin ce qu'il en est des valeurs intermédiaires p €]1, 2[.
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5.4. Le critére de Leibniz

5.4 Le critére de Leibniz

(ici, Video: v_series_critere_alternee.mp4)

Certaines séries trés particuliéres ont un terme général tel que le signe d'un terme
est opposé au signe du terme suivant; on appelle ces séries alternées. Sous certaines
conditions additionnelles, on peut garantir que ces séries convergent :

Théoréme 5.3. (Critere de Leibniz pour les séries alternées) Soit a,, = (—1)"x,,, ol
1) x, >0,
2) x, est décroissante, et
3) z, — 0.

Alors ) - an, =29 — 1 + T3 — T3 + 24 — - - - cOnverge.

+ Xo

+ X2

(o] S r;’ Sg A \\

Preuve: Soit (xy,)n>0 une suite positive décroissante et soit s, la suite des sommes partielles
associée a la série ) - (—1)"zy :

S — X0
S1 =Xy — X1
So =g — T1 + X2

§3 =To— X1+ T2 — T3

Remarquons (voir I'image ci-dessus) que
51X 83 <85 <786 < 54X 82 < 50

Considérons donc les sous-suites sgi et soi41. Puisque (s2;) est décroissante et minorée par sy,
la limite
Spairs = lim sg  existe.
k—oo
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5.5. Séries téléscopiques

Puisque (s2x+1) est croissante et majorée par s, la limite
Simpairs = 1iM Sog11  existe.
k—o0

Mais comme [soz 1 — s2x| = |T2r41] — 0, 0N @ Spairs = Simpairs- O

Exemple 5.11. La série harmonique alternée est définie par

(—1)m+1 1101 1
RS R O
> 537175

n>1

Elle s’obtient simplement en changeant le signe de tous les indices pairs de la série
harmonique. Comme on peut écrire cette série sous la forme

S E ey,

n=>1 n=1

ouz, = % est positif, décroissant, et tend vers zéro, on conclut par le théoreme du
dessus qu’elle converge. (On verra plus tard que sa somme vaut log(2)).

Exemple 5.12. Considérons la série
Z sin(nf)
n+1

n=0

Puisque sin(n3) = 0 des que n est pair, cette série est en fait

sin(ng sin((2k +1)3
3 (n3) 3 (( )3)

n+1 2%k + 2

n=0 k>0

Mais maintenant, sin((2k + 1)3) = (—1), et donc

sin(ng) (—1)k
n+1 2 2k + 2

n>0 k>0

_1

Puisque =y := 5

est positif, décroissant, et tend vers zéro, cette série converge.

5.5 Séries téléscopiques

Considérons une série ), ., a, dans laquelle le terme général a,, est une différence,
Ap = Ty, — Tp1 Vn>1.

ol (z,,)n>0 est une suite fixée. On appelle les séries de ce type des séries téléscopiques.
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5.5. Séries téléscopiques

En effet, on remarque que la n-éme somme partielle associée a ) _, ., a, peut se calculer
exactement, puisque en réarrangeant les termes, beaucoup de paires se téléscopent :

sn:a1+a2—|—a3+-~+an,1+an
:(1‘1—93())+([EQ—Zlfl)+(I3—SB2)+"'+($”—[E”_1)
= —$0+(l‘1—ZE1)+(ZE2—JZ2)+"'+(CL’n_1—l’n_l) +ZEn
=0 =0 =0
=Ty — Xg -

On conclut de la que si la suite z,, possede une limite, x,, — L, alors la série 2@1 an
converge. De plus, sa somme vaut

lim s, = lim (z,, — ) = L — 2.
n—o0 n—o0o

Exemple 5.13. La série téléscopique

Z(cos(\%ﬁ) — cos(\/nlfl))

n=>2

converge puisque d, = cos(=) — 1, et sa somme vaut

Z(cos(\/iﬁ) —cos(~=)) = 1 — cos(1).

n=2

Exemple 5.14. La série
1
; n(n+1)

converge puisque
1

n

Or si on regarde de plus pres, on peut la voir comme une série téléscopique, puisque

1 1 1

nn+1) n n+1"

(On verra plus tard comment faire ce genre de décomposition de fagon plus systé-
matique, appelée décomposition en éléments simples.) La n-eme somme partielle peut
donc s’écrire

sn:a1+a2+a3+--~+an_1+an

(-2 G-3) G- G- )

Compilation: 2026-09-07 12:47:07+02:00. Version Web: https://botafogo.epfl.ch/analyse-1-flipped


https://botafogo.epfl.ch/analyse-1-flipped

5.6. Séries > =

ot on a pu “téléscoper” les termes 2 a 2. On a donc que

1 :
=2 —Ame =1

n>1

5.6 Séries >

Thioriue ( Sines duc bype Th) Sob pe .,

Alors
(oo (cowverge) si pr>4,
e {

Py

soo (diwrg) § pgy

(ici, Video: v_series_np.mp4)

Dans cette section, on regarde de plus pres les séries de la forme

1

np’
n=1

ol p est un réel fixé. On a déja traité les cas p = 1 (série harmonique, divergente) et

p = 2 (convergente), et on en a déduit, par comparaison, les cas p < 1 et p > 2. Ici on
complete cette analyse, en particulier en traitant les valeurs intermédiaires 1 < p < 2.

Théoréme 5.4. Soit p € R. Alors

Z 1 Jconverge sip>1,
nP | = +oo sip<1.

n=1

Ce résultat montre a quel point la convergence/divergence d’une série peut étre sen-
sible au comportement de ses coefficients :

o0

1
Z 1,1.000001 < 00,

n=1

alors que

[ee]

Z 1
~—oaoaa — OC.
1,0-999999

n=1

Preuve: Puisque les autres cas ont déja été traités, considérons p €]1, 2[ (méme si ’argument ci-

dessous fonctionne pour tout p > 1). Comme s, = 1 + 2% 4t nip est monotone croissante, il

suffit de montrer qu’elle est majorée pour en déduire qu’elle converge. Et pour montrer qu’elle
est majorée, il suffit de montrer qu'une sous-suite quelconque est majorée (exercice). Pour ce
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5.6. Séries > —

faire, on considere la sous-suite s,x_;. L'idée va étre de majorer cette suite, en la comparant a la
somme partielle d"une série géométrique convergente.

Pourk=1,ona
821_1—17:1.

Pour k = 2, on peut majorer

1
L2y
<1+ (%
Pour k = 3,
52371:1%+2%+3%+4%+'--+7%
——
<235 <4z
2
<L+ (F)+ (%)
Pour k =4,

_ 1 1 1 1 1 1 1
52471—17+27+37+47+"‘+77+87+"‘+ﬁ
—

1 1 1
<227, <445 <887

<L+ (3) +(3) + ()

Comme p > 1,0na & < 1, et donc pour tout &,

s SLH(F)+(3) 4 (3) 4 (B)
T B @) ()

le reste de la série

O]

Dans certaines séries, on pourra parfois identifier dans le terme général a,, une contri-
bution dominante de la forme -5, ce qui pourra donner des idées quant a la conver-
gence/divergence de la série.

Exemple 5.15. Considérons la série

1
= Vand + 7

Gardons la contribution venant uniquement du “n3”

jorer le terme général comme suit :

. Comme 7 > 0, on peut ma-

1 1 11
0< < - =,
S VA3 17 VA3 2nd/2
—

Par le théoreme, la série ) ., - converge, puisqu’elle correspond au cas p =
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5.7. Le critere de la limite du quotient

3/2 > 1. Donc )., 557 converge aussi, et par le critere de comparaison, on
conclut que 3, 5 converge.

Exemple 5.16. Considérons la série

1
24712—1'

n=1

On remarque dans le terme général la présence d’un comportement du type = ;
on peut l'extraire en mettant le n? en évidence au dénominateur, et en majorant le

reste :
1 1 1 1

dn? =1 p2d—2L S 302

(En effet, 4 — & > 3 pour tout n > 1.) Mais puisque la série >, s = 1> &

converge (car p = 2 > 1), le critere de comparaison implique que ) |, ;—— converge.

5.7 Le critere de la limite du quotient

3) T (o -V )
mT e~
Qn

N e R = e LY
- 1 Viuz +Vu-¥n

-2 )-(%-3#) 3n -2
e ==
iz Vn-z +/n-m

byi= 20
S L
2 n

(ici, Video: v_series_critere_limite_quotient .mp4)

Théoréme 5.5. Soient (a,) et (b,) deux suites. Supposons que a,, > 0 etb, > 0
pour tout n suffisamment grand, et que

. Ap .
o := lim — existe.
n— 00 n

Sia > 0, alors soit ) | a, et > b, convergent toutes les deux, soit elles divergent
toutes les deux.

Preuve: Si le quotient 7= tend vers a > 0, cela signifie qu’il est loin de zéro pour tous les
indices n suffisamment grands Plus précisément, prenons € := «/2. Alors il existe N tel que
| b al < e pour tout n > N, c’est-a-dire que

3
0<§ a—¢e < Z—n<a+5:§ VYn >N

qui donne
0< Sba<an< Sby Y2 N
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5.8. Séries absolument convergentes

Le critere de comparaison implique que si ) _,, a,, converge, > b, converge aussi, et si ) a,
diverge alors ), b, diverge aussi, et vice versa. O

Le théoreme ci-dessus est tres utile lorsqu’on a un terme général dans lequel on peut
identifier un terme qui doit dominer, mais pour lequel aucune comparaison simple ne
se présente.

Exemple 5.17. Considérons

1
Zn3—5n—1'

n=3

La présence du “n*”

, qui est le terme dominant dans le dénominateur du terme
général a, = m, suggere de considérer b, = # En effet, a,, et b, sont tous

deux positifs pour n suffisamment grand, et
3

o= lm & = lim — " —1>0.

n—o0 bn n— 00 TL3 —bn—1

Par le théoréme, la série ) a, converge. Remarquons pourtant que a,, > b, pour

toutn > 2!

Exemple 5.18. Considérons la série

()
D _sin 1)
n=1 nt+
3

n2+1
souvient du résultat qui dit que si z,, — 0, alors

Remarquons que a, = sin( ) > 0 pour tout n suffisamment grand. Si on se

sin(zy,)
Tn

— 1, cela suggere de poser

_ 3 .
b, = nQ—H,onaalors que
: 3
. a . sin()
azhm—n:hm++1:1>0.
n—0o0 n—o0 —_—
n TL2+1

. o 1 sz z 3
Puisque > b, = 3)_, w2y converge (son terme général étant < -3), on conclut
que ) a, converge aussi.

5.8 Séries absolument convergentes

Sot T an convergente
is

O+ 0y +Qy+Qy+ Q50,404+ Qp+ Qs + Qo+ Ay +ay + Qg 4O + Ui
— T, e

R

Oy 0+ Q34 G, ¢ Qg4 Oge O+ At -+

?
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5.8. Séries absolument convergentes

(ici, Video: v_series_absolument_conv.mp4)

Définition 5.3. Si Z |la,| converge, on dit que Z a, est absolument convergente.

n n

Exemple 5.19. La série

est convergente (car c’est une série alternée satisfaisant au critere de Leibniz), mais
elle est aussi absolument convergente, car

—1)»
Z()

2
n
n=1

1

5
n2

‘ n>1

qui est convergente (p = 2 > 1). Donc l'alternance de signes, dans la série de
départ, n’est pas essentielle pour garantir sa convergence.

Exemple 5.20. La série harmonique alternée est convergente, comme on sait,
mais elle n’est pas absolument convergente, car en prenant la valeur absolue de
chacun de ses termes on obtient

D

n=>1

(-1

n

1
-y

n=1

la série harmonique, qui est divergente. Donc la série harmonique alternée a “be-
soin” de l’alternance de ses signes pour pouvoir converger.

Ce dernier exemple montre qu'une série peut étre convergente sans étre absolument
convergente. D’autre part, on a le résultat important suivant, qui montre que la notion
de convergence absolue est plus forte que celle de convergence :

Théoréme 5.6. Si Z a,, converge absolument, alors elle converge.

n

Donc I’ensemble des séries absolument convergentes forme un sous-ensemble de I’en-
semble des séries convergentes :

Series convergeahes

sénes obsolumet con vanaau.‘"-e s
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5.8. Séries absolument convergentes

Preuve: Définissons

Spi=ai+ -+ ap

Sp = lar| + -+ 4 fan].

Comme ), a, est absolument convergente, la suite 5,, converge, ce qui implique que c’est aussi
une suite de Cauchy. Or pour tout n > m, par l'inégalité triangulaire,

|5n_3m| = ‘am+1+"'+an‘
< ’am+1’+"'+‘an‘
=Sn— Sm

=[S — Sl

(Dans la derniere ligne, on a utilisé le fait que ,, est croissante.) Fixons ¢ > 0. Comme (5,,)
est une suite de Cauchy, il existe N tel que |5, — 5| < € pour tous n,m > N. Par 'inégalité
ci-dessus, ceci implique que |s,, — sp| < € pour tout m,n > N. On a donc montré que (s,,) est
une suite de Cauchy, et donc elle converge : > a,, est convergente. O

Le théoreme peut parfois étre utile pour I’étude de la convergence (habituelle) d"une
série :

Exemple 5.21. Ftudions la convergence de la série

Z 3sin(n) — 5 cos(n?)
n=0 2" + \/ﬁ

Le numérateur contient des parties oscillantes qui compliquent 1’étude de la conver-
gence. Pourtant, on peut majorer sa valeur absolue,

13sin(n) — 5cos(n?)] < 3+5=8,

et obtenir () (n2)
3sin(n) — 5cos(n 8
0< |ay| = <—=1b,.
Comme ), b, =8 5- converge (série gé¢ométrique de raison r = 1), le critere de

comparaison implique que ) |a,| converge. Donc ) a, converge absolument, et
par le théoreme ci-dessus, ceci implique que ) a, converge.

Dans les deux prochaines sections, nous verrons deux criteres trés utiles qui garan-
tissent la convergence absolue (et donc la convergence) d’une série.
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5.9. Le critére de d’Alembert

5.9 Le critére de d’Alembert

TTdoriue: |(Cottims do d'Musnlert) St (au) ome suite

ol g o limite
gin ) ’ e (g€, L)
. -

B) i gy, alos an—so o do plus, la Gite
com absolumat.
L o cmarg
B) i >4, alors Jou]—em , of donc 1o e

Z au diwrge.

(ici, Video: v_series_critere_quotient .mp4)

Théoréme 5.7 [Critére de d’Alembert pour les séries]. Soit (a,) une suite pour

laquelle la limite
Qp+1

an

p = lim

n— o0

existe, ou est +oo.
1) Sip < 1,alors ) a, converge absolument (donc converge).

2) Sip > 1,alors ), a, diverge.

Preuve: La preuve commence de la méme fagon que celle pour le critéere de 1’Alembert pour les
suites :

1) Si p < 1, on sait qu’il existe ¢ > 0 et un entier N tel que

‘a"“‘ <l-¢ VYnxN.
Gnp,
On a donc, pour tout n > N,
lan| < (1 —¢€)|an—1|
<(1- 6)2‘%1—2‘
< ..
<(1- 8)"*N\aN\ =:cp.

Mais comme ¢, est, a une constante pres, le terme général d'une série géométrique (de raison

o o 00 SN . 00
r=1-¢ < 1), lasérie ) ° ., c, converge. Par le critere de comparaison, » 7 ., |ax]
converge aussi, et donc ), a, converge absolument.

2) On a déja vu (Critere de d’Alembert pour les suites) que p > 1 implique que |a,| — oo, et
donc a, ne tend pas vers zéro, ce qui implique que ), a, diverge. O

Exemple 5.22. Considérons

(—9)*

Comme une comparaison avec une série plus simple n’est pas immédiatement fa-
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5.9. Le critére de d’Alembert

cile, on peut calculer

(—9)k+1
— tim | o | O] o 2 g
P k—oo | ay k—oo (—Ig)k k—oo k + 1

Par le théoreme, la série est absolument convergente, et donc convergente.

Exemple 5.23. Considérons la série

an+1

p = lim
n—o0

Qn
(n+1)!13
= li (2(n+1))!

n— 00 (nh3
(2n)!

(n+1)B  (2n)!

— i
oo nlB (2(n+ 1))
13
= lim (n+1) = 4o0.

n—oo (2n +2)(2n + 1)

Donc la série est divergente. De plus, puisque tous ses termes sont positifs, on peut

écrire
(n!)3
E = 400
(2n)!

n=>1

Le théoréme ci-dessus ne dit rien sur ce qui se passe lorsque p = 1, ce qui fait qu’il y
a beaucoup de cas ot il est inefficace pour étudier une série. Par exemple, on connait
bien les séries du type >_ -1, et pourtant, pour tout p > 0,

n npP’

n . 1 1)
p:lima+1 li n+1p
n—ool @, n—00 1/np
p 1
= lim =1l =1,

donc le critere ne permet de traiter aucune valeur de p.

Donc lorsque p = 1, une autre méthode doit étre employée pour étudier la conver-
gence/divergence de la série.
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5.10. Le critere de Cauchy

5.10 Le critére de Cauchy

“Thiorawe, (critive. da. Caudn, Version 4 )
Sot (auas, tele g

ci= liw Viay  exste
h—=n

-Si o<, alors Z an Converge absolumpt.
"o

< S €4, als T g, diverge. .
nio

(ici, Video: v_series_critere_Cauchy.mp4)

Théoréme 5.8. Soit (a,) une suite réelle, telle que la limite

o:= lim {/|ay,|

n—oo

est soit finie, soit +o0.
1) Sio < 1, alors ), a, converge absolument (et donc converge).

2) Sio >1,alors ) a, diverge.

Preuve: 1) Supposons o < 1. Alors il existe 0 < € < 1 et un entier N tel que

Van| <1—¢  ¥n=N.

On a donc que
lan| < (1—¢)" Vn > N,

Par le critere de comparaison, comme la série associée a b,, := (1 — ¢)" converge (géométrique
de raison r = 1 — ¢), celle associée a |a,,| converge aussi.

2) Semblable, mais dans ce cas on montre que |a,| — oo, et donc a, ne tend pas vers zéro, et
donc la série ), a, diverge. O

Exemple 5.24. La série
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5.10. Le critere de Cauchy

converge, puisque

o= lim {/]a,| = lim (1 — )

n—0o0 n—oo

Le critere de Cauchy existe en fait dans une forme un peu plus forte, dans laquelle la
définition de o est 1égerement différente :

o = limsup {/|a,|,
n—oo
mais ol la conclusion est la méme : si 0 < 1 alors la série converge absolument, et si

o > 1 alors la série diverge.

L’avantage de cette deuxieme version est que 1’on peut étudier certaines séries pour
lesquelles la limite qui définit o dans la premiere définition n’existe pas, alors qu’elle
possede une limite supérieure.

Exemple 5.25. Considérons la série

Remarquons qu’ici,
nV ’anl = % + i(_l)n7

qui n’a pas de limite lorsque n — co. Pourtant,

limsup v/|a,| =

n—o0

3
=-<1
4 Y

l\DI»—
.-lklH

et donc par la nouvelle version du critére, la série converge.

Remarquons qu’on aurait aussi simplement pu écrire
an] =[5+ 3D <G+ = @)

Ainsi, par comparaison avec la série géométrique de raison r =
>, an converge absolument.

4>IC~

, on conclut que
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5.11. Séries dépendant d'un parametre

5.11 Séries dépendant d’un parametre

Souvent, les séries sont utilisées pour définir des fonctions d'une variable réelle.
Supposons que le terme général d"une série dépende d"un parametre réel. Cela signifie
que pour chaque n > 1, on a une fonction

T ay(T) .
Pour simplifier, on supposera que toutes ces fonctions sont définies sur le méme inter-
vallea, : I — R.
On peut donc définir, formellement, la fonction f : I — R par

x = f(x):= Zan(:ﬁ) :

n=1

Evidemment, on ne peut étudier cette fonction que sur les points z ot la série qui
définit f(z) est convergente. Le domaine de f est donc

D(f) = {x € I’ Zan(x) converge}.

n=1

Exemple 5.26. Considérons le terme général
an(x) =",

Pour tout n > 0, a, est une fonction définie sur / = R. On remarque alors que
f(z) =>_,502" n'est autre que la série géométrique, ot x joue le role de raison. On
sait donc qu’elle converge si et seulement si |z| < 1. Ona donc D(f) =] — 1,1].

Il est intéressant de remarquer que pour z € D(f), f(z) est en fait !

Exemple 5.27. Si on considere

() = E

défini pour tout z € R, utilisons le critere de I’Alembert pour étudier la conver-
gence de la série
(x4 3)"
fla) =3 ——.

n!
n=0

On peut étudier la convergence de cette série, pour un z fixé, en étudiant

an+1() ‘
an ()

p(x) = lim

n—o0
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5.11. Séries dépendant d’un parametre

Or en développant,

o) = lim (z+3)"/(n+ 1)l fim |z + 3 0
n—sd0 (z +3)"/n! n—oo m + 1 '

donc par le critere de d’Alembert, la série converge pour cette valeur de x, et donc
f(x) est bien définie en ce point. Puisque c’est vrai pour tout z € R, on en déduit
que D(f) =R.

Informel 5.4. Une fonction définie par une série est en général treés difficile a étu-
dier! Si on considere par exemple le terme général a,(z) = cos(9%z)

o ),alors
f(z) = Z cos(9"x)

2n
n=0

est bien définie partout : D(f) = R. En effet,

0 < Jan(®)] < 57
qui est le terme général d’une série géométrique de raison r = 3. Cette fonction,
étudiée par Weierstrass au 19éme siécle, possede des propriétés trés particulieres :
elle est continue partout, mais dérivable nulle part (on définira ces termes plus tard
dans le cours).
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Chapitre 6

Fonctions réelles

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, on commence l'étude des fonctions réelles d’une variable. Les notions
de base relatives a ces fonctions (injectivité, surjectivité, bijectivité, graphe) se trouvent
ici (lien!).

Nous commencerons, dans ce chapitre, par décrire briévement certaines propriétés
particulieres qu'une fonction peut posséder (monotonie, parité, périodicité), et intro-

duirons les notions de minimum /maximum ainsi que d’infimum/supremum.

Les notions de limite associées a une fonction réelle, puis celles de continuité, dérivabilité
et intégrabilité feront 1’objet de toute la suite du cours.

6.2 Monotonie

Une premiere propriété tres particuliére qu’une fonction peut posséder est celle d’étre
monotone.

Définition 6.1. 7 C R un intervalle et soit f : I — R.
1) f est croissante sur [ si f(z1) < f(z2) pour tout z1, x5 € I, 21 < 5.

2) f est strictement croissante sur [ si f(z1) < f(z2) pour tout z1,2z5 € I, 21 <
Ta.

3) f est décroissante sur [ si f(x;) > f(x2) pour tout x1, 29 € I, 1 < .

4) f est strictement décroissante sur [ si f(x1) > f(z2) pour tout z1,2, € I,
1 < T9.

Si f satisfait une de ces propriétés, elle est monotone.
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6.2. Monotonie

Exemple 6.1. La fonction f(x) = x? est strictement croissante sur R, . En effet, si
0 <21 < 29, alors zo — z; > 0, et donc

flxa) = far) = 25 — af = (22 — a1) (w2 + 71) > 0,
—_—
>0 >0
ce qui implique que f(z1) < f(z2). De méme, on montre que f(x) = z? est stricte-
ment décroissante sur R_.

Exemple 6.2. Par notre définition, une fonction qui est constante sur I (c.a-d. qu’il
existe un réel C' tel que f(z) = C pour tout z € I) est a la fois croissante et décrois-
sante sur /.

6.2.1 Variation

Etudier la variation d’une fonction, c’est trouver les intervalles sur lesquelles elle est
croissante/décroissante.

L'étude de la variation d"une fonction donnée, basée uniquement sur la définition de
cette fonction (comme z? dans 'exemple ci-dessus), peut étre difficile. Le calcul dif-
férentiel, que nous développerons plus loin, fournira un outil puissant permettant de
faire cette analyse.
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6.3. Parité

6.3 Parité

Une autre propriété qu'une fonction peut posséder est par rapport a son comportement
vis-a-vis de la transformation z — —z.

Ci-dessous, on consideére des fonctions dont le domaine D C R est symétrique c’est-a-
dire que siz € D, alors —x € D.

Définition 6.2. f: D — R est dite paire si

Sile point (z,y) = (z, f(z)) appartient au graphe de f, alors le point

(=, f(=2)) = (==, f(2)) = (=2,9)

appartient aussi au graphe de f. On conclut que le graphe d’une fonction paire est
invariant sous I'effet d'une réflexion par rapport a l'axe Oy.

Définition 6.3. f : D — R est dite impaire si

f(=x) = —f(x) Ve e D.

Sile point (z,y) = (z, f(z)) appartient au graphe, alors le point

(=2, f(=2)) = (=2, = f(2)) = (-2, —y)

appartient aussi graphe de f. Donc le graphe d'une fonction impaire est invariant sous
une rotation de 180° autour de I'origine :
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6.3. Parité

f(z)
o °
f(—z) 0

Exemple 6.3. Décrivons I’exemple qui est a I'origine de la dénomination de fonc-
tion “paire” ou “impaire”. Pour un entier p € Z, la fonction

fx) = 2"

est
* paire si p est pair,
* impaire si p est impair.

Remarquons que si p est négatif, alors 0 ne fait pas partie du domaine de f.

Exemple 6.4. Sur D =R, x +— cos(z) est paire,
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6.3. Parité

et z — sin(x) est impaire,

—I
\./ \
Sur D = R\ {§ +km : k € Z}, x +— tan(z) est impaire :

444

() — sin(—x) _ —sin(x) — tan(s
tan(—z) cos(—) cos(x) tan(z).

=N

En effet,

Exemple 6.5. Montrons que la fonction f : R* — R définie par

sin(2z)
el‘ — 671‘

fx) =
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6.4. Périodicité

est paire. En effet, pour tout « € R*,

sin(2(—x))  —sin(2z) _ sin(2z) — f(2).

e~ — g—(—7) o _(em _ e—x) eT — e 7

fl-2) =

Pour montrer qu'une fonction n’est pas paire (resp. pas impaire), il suffit de trouver un
point z, de son domaine ott f(—x.) # f(x.) (resp. f(—x.) # —f(z4)).

Exemple 6.6. Considérons, sur R, la fonction f(x) = = + 1. On remarque que
f(—=1) =0et f(1) = 2, etdonc f(—1) # f(1), et donc f n’est pas paire. Et comme
f(=1) # —f(1), f n’est pas impaire non plus.

Une fonction, en général, n’a pas de raison d’étre paire ou impaire; pourtant toute
fonction contient un peu d’une fonction paire, et un peu d"une fonction impaire :

Lemme 6.1. Si D est symétrique, toute fonction f : D — R peut s’écrire, de ma-
niére unique, comme la somme d’une fonction paire et d"une fonction impaire.

Preuve: Cherchons a écrire f(x) = p(z)+i(x), ot p(z) est paire et i(z) est impaire. On doit donc
avoir

f(=z) = p(=z) +i(-2) = p(x) —i(z),

et donc i(z) et p(z) doivent satisfaire

f(z) = p(z) +i(z)
f(=x) = p(x) —i(z).

Ce petit systeme linéaire se résout facilement. Sa solution est unique, et donnée par

oy = LEHIED) T

O]

Exemple 6.7. Sur R, f(z) = e” n’est ni paire ni impaire, mais on peut quand-
méme 1’écrire e” = p(z) + i(z), ol

est paire, et
i(r) = ———— = sinh(2)

est impaire. (Pour les fonctions hyperboliques, voir ici (lien!).)

6.4 Périodicité
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6.4. Périodicité

Définition 6.4. Soitt > 0; f : R — R est dite ¢-périodique si
flz+1t)= f(x) Vzr e R.

Siil existe un ¢t > 0 minimal jouissant de cette propriété, on 'appelle période de f,
etonlenote 7' > 0.

Remarque 6.1. Si f estt-périodique, elle est aussi +-2¢-périodique, £3t-périodique,
etc.

Exemple 6.8. f(z) = sin(z) est périodique, de période T’ = 27 :

-\ P —

f(x) = cos(z) est périodique, de période T = 2.

Exemple 6.9. f(z) = tan(z) (sur son domaine) est m-périodique car

_ sin(x+7)  —sin(z)
tan(x +7m) = cos@ ) - —cos(a) tan(z) .

Exemple 6.10. Considérons une fonction constante : f(z) = C. On a bien f(x +
t) = f(x) pour tout z et tout ¢ > 0, donc f est t-périodique pour tout t > 0.
Mais comme il n’existe pas de plus petit ¢ strictement positif avec cette propriété, la
fonction n’a pas de “période” a proprement parler.

Exemple 6.11. Considérons la fonction

_J1 sizeQ,
fm_{o siz €R\ Q.

Montrons que si ¢t € Q est un rationnel quelconque, alors f est t-périodique. En
effet, prenons un = € R quelconque. Si z € Q, alors f(z) = 1, et comme z + ¢ € Q,
onaaussi f(x+1t) =15z € R\Q,alors f(z) =0,etcommez+t € R\Q,ona
aussi f(z +t) = 0. Dans tous les cas, f(z +t) = f(z).

Ici aussi, comme il n’existe pas de “plus petit rationnel ¢ > 0”, f n’a pas de période.

Remarquons qu’en général, la somme de deux fonctions périodiques n’est pas forcément pé-
riodique!
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6.4. Périodicité

Exemple 6.12. f(z) = sin(27x) est périodique, de période Ty = 1, et g(x) =
sin(v/27x) est périodique, de période T, = /2. Par contre, f + g n’est pas pério-
dique, puisque /2 étant irrationnel, aucun multiple de 7}, ne coincidera avec un
multiple de T7.

On peut garantir que f + g est aussi périodique, mais en imposant une condition par-
ticuliere sur Ty et T}, :

Lemme 6.2. Soit f : R — R périodique, de période T}, et g : R — R périodique,
de période T}. Alors f + g et f — g sont périodiques si % € Q.

Preuve: Si % e Q,il existe~deux entiers p, q tels que % = %. Ceci signifie que ¢Ty = pT,. Ceci
implique que si on définit ¢t = ¢7T, alors pour tout z,

(fEg9)(@+t)=flz+t)£g(x+t)= f(z+qTr) £ g(x + qTy)

= [z +qTy) + g(z + pTy)
=f(@) =g(z)
= (f£9)(=),
ce qui implique que f + g est périodique. O

Exemple 6.13. La fonction f(z) = sin?(z) a pour période T} = T, et g(x) = cos(3z)
a pour période T, = %’r Comme

3
__56(@7

on conclut par le lemme que f+ g et f — g sont périodiques. Mais comment calculer
les périodes de ces fonctions ?

‘Tss'w

x> x4 X4 AT x4+3T
Ty = WJ 5

—— —

%427 ?Zl'l': PPCH de Tg & "'3

En cherchant le plus petit multiple commun entre les périodes de f et g:

Ty, =ppmce(Ty,T,) = 2.
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6.5. Max/min, sup/inf de fonctions

6.5 Max/min, sup/inf de fonctions

6.5.1 Maximum, minimum

@ Su b=l h)z{;‘ i x<o

2-x ¥ X310

\ max glebal e X0

’ pas de min. global
i

(ici, Video: v_fonctions_extrema_intro.mp4)

Remarque 6.2. Attention : dans la vidéo ci-dessus, préparée pour un autre cours,
on mentionne la notion de continuité, qui n’apparaitra que dans un chapitre ulté-
rieur.

Dans un probléme d’optimisation, il s’agit de savoir si une fonction possede, sur son
domaine, des points ot sa valeur est plus grande (ou plus petite) que partout ailleurs :

Définition 6.5. Soit f : D — R. On dit que

% f possede un maximum (global) si il existe z* € D tel que
f(z) < f(z*) VxeD.
On dit que le maximum de f est réalisé/atteint en z*, et on écrit

max f(z) = f(«").

z€D
* f posséde un minimum (global) si il existe z, € D tel que
f(z) > f(x.) VzeD.

On dit que le minimum de f est réalisé/atteint en x,, et on écrit

min f(z) = f(z.).

zeD

Remarque 6.3. On parle de maximum/minimum global parce qu’on introduira
plus loin la notion de maximum /minimum local.

Informel 6.1. Attention : le point 2* (ou x.), s'il existe, doit étre dans le domaine de
la fonction!

En général, l'existence d’un minimum et d’un maximum n’est pas garantie; elle dé-
pend de la fonction mais aussi de son domaine.
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6.5. Max/min, sup/inf de fonctions

Exemple 6.14.

f:[-L,2]—R

x> x?

atteint son minimum en z, = 0, et son maximum en z* = 2 :
max =

N heccecanniccassnesond

Mais si on modifie un peu son domaine, par exemple

f:[-L2[—R

x — 2

alors cette fonction atteint aussi son minimum en z,, = 0, mais elle ne posséde pas
de maximum (maintenant, le point z = 2 ne fait plus partie du domaine!).

Exemple 6.15.

g:R—-R

2
T e /2

atteint son maximum en z* = 0 :
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6.5. Max/min, sup/inf de fonctions

Or quel que soit = # 0, on peut toujours diminuer strictement la valeur de ¢~*"/2

en éloignant un peu z de 1’origine. Donc g n’a pas de minimum.

Plus tard (ici (lien!)), nous reviendrons sur la recherche des minima/maxima d’une
fonction.

6.5.2 Minorants et majorants

Définition 6.6. f: D — Rest

* majorée si il existe M € R telle que f(z) < M Vz € D. On dit dans ce cas que
M majore f.

* minorée si il existe m € R telle que f(x) > m Vo € D. On dit dans ce cas que
m minore f.

Si f est a la fois majorée et minorée, elle est bornée.

Exemple 6.16. La fonction

fR-R
22

H
2 +1

est minorée par m = 0 puisque f(z) > 0 pour tout € R, et majorée par M = 1
puisque
> +0 2?41
M=~ !

Exemple 6.17. f(z) = ;”—_21, définie sur D = R\ {1} n’est pas majorée. Pour le
vérifier, on doit montrer que f dépasse n’'importe quel seuil en au moins un point.
En effet, choisissons un seuil, disons A/ = 1000, et montrons que l'on peut trouver
un z € D tel que f(x) > 1000. Comme la condition f(z) > 1000 est équivalente
a 2 — 1000z + 1000 > 0, et comme cette derniére a un discriminant A > 0, elle
possede donc au moins une solution (différente de 1). Donc il existe au moins un
x € D tel que f(z) > 1000.

Mais on peut utiliser le méme argument pour une valeur quelconque de M. En
effet, la condition f(z) > M est équivalente & 2> — Mz + M > 0, dont le discriminant
A = M?—4M > 0 des que M > 4. Ceci montre bien que f n’est pas majorée.

Une fois qu’une fonction est majorée (resp. minorée), on peut considérer le plus petit
(resp. plus grand) majorant (resp. minorant).
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6.5. Max/min, sup/inf de fonctions

Définition 6.7. Soit f : D — R.

% Si f est majorée (sur D), la borne supérieure de f sur D est son plus petit
majorant :

s, f 5= e i) = sl ) & @ € Dy S smp(linal7)-

zeD

Si f n’est pas majorée sur D, on pose supp, f := +oc.

% Si f est minorée sur D, la borne inférieure de f sur D est son plus grand
minorant :

i%ff = ;Ieljgf(x) =inf{f(x) : € D} = inf(Im(f)).

Si f n’est pas minorée sur D, on pose infp f := —o0.

Sur la figure ci-dessous, les nombres M;, M, et M; sont tous des majorants pour f
sur son domaine D. Le nombre M3 étant le plus petit majorant (puisque tout nombre
M'" < M3 ne majore plus f), c’est supp f :

v

D
Remarque 6.4. * Si f: D — R atteint son maximum en z*, alors
sup f () = max f(z) = (7).

zeD

* Si f: D — R atteint son minimum en z,, alors

inf f(z) =min f(z) = f(z.).

zeD zeD

Informel 6.2. Par les propriétés des réels, une fonction bornée possede toujours
une borne supérieure et une borne inférieure! Par contre, comme on sait, elle peut
ne pas atteindre son maximum ou son minimum.
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6.5. Max/min, sup/inf de fonctions

Exemple 6.18. La fonction

f:0,3[ = R

X — 1'2 — X
est majorée, car pour tout = €0, 3|,
flz)=2"-2<3*-0=9
En fait, dans ce cas, ce majorant M = 9 n’est pas le plus petit, car

supf=6.
D

Remarquons par contre qu’il n’existe aucun z* €0, 3| tel que f(z*) = 6, donc f n’a
pas de maximum.
Remarquons ensuite que f est minorée car

Ici f atteint son minimum en z, = 3, f(z,) = —%
- 4 Spp=6
s Jo,3[L
o .
\—/Ing ¥

Exemple 6.19. La fonction

Mais elle n’est pas majorée, car pour tout M > 1il existe x €0, 1] tel que f(z) > M :
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6.5. Max/min, sup/inf de fonctions

(On peut par exemple prendre z = 51, pour lequel f(z) = 2M > M.) On a donc

sup f = +00.
10,1]

Par contre,

inf f = min f = f(1) = 1.
ﬁ%f %ﬂf f(1)

Exemple 6.20. Considérons encore g(z) = e~*"/2, sur R.

max

o %

On a vu que f atteint son maximum en z* = 0
supg = maxg = g(0) =1,
R R

et on a vu qu’elle n’a pas de minimum. Pourtant, elle est minorée par 0 puisque
e~**/2 > ( pour tout z. Montrons que 0 est en fait la plus grand minorant. En
effet, si on prend un ¢ > 0 quelconque fixé, montrons qu’il existe au moins un réel
x tel que 0 < e—’/2 < e. En effet, on peut satisfaire cette condition en prenant
|z| > /2| log(g)|. On conclut que

1%fg:0,
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6.6. Convexité/concavité

Exemple 6.21. La fonction

h:R—R

x +— arctan(z)

—
s

ne posséde ni minimum, ni maximum :

+7r
2

2

Malgré tout,

T T
h=+4— infh = ——.
ph =g, 2

Lemme 6.3. Soit f: D - R, et AC D.
1) sup(—f) = — inf f
A A
2) sup(f+g) <sup f+supyg
A A A
3) Sia > 0etf € R,alors sup(af + 5) = a(supf) + 4
A A

4) Si A C B C D, alorssup f < sup f, etinf > inf f.
A B A B

6.6 Convexité/concavité

La convexité est une propriété géométrique associée au graphe d’une fonction. Com-
mengons par en donner une définition un peu informelle.

On dit qu’une fonction est convexe si tous les points situés sur le segment reliant deux
points quelconques de son graphe sont au-dessus du graphe,

\_/

et on dit qu’elle est concave si tous les points situés sur le segment reliant deux points
quelconques de son graphe sont au-dessous du graphe :
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6.6. Convexité/concavité

Remarque 6.5. f est concave si et seulement si — f est convexe.

Pour définir analytiquement (plutdt que géométriquement) la convexité, il faut que
nous décrivions précisément le segment reliant deux points du graphe.

Soit donc f une fonction donnée, et soient z; < xy deux réels. On peut paramétrer
toutes les positions intermédiaires (sur ’axe réel) entre x; et x; a I'aide d’un parametre
A € [0, 1], en définissant

z(A) =21+ AMzg — 1) = (1 — Nz + A

On a z(0) = x1, (1) = 9, et toute autre valeur 0 < A < 1 représente un point inter-
médiaire : z; < z(\) < z2. Maintenant, le point sur le segment reliant A = (z1, f(z;)) a

B = (g, f(23)), situé au-dessus de x()\), est a hauteur

yA) = f(a1) + A(f(x2) = f21)) = (L = A)f (1) + Af (22) -

° Y [ ’\ )

F f(z(N)

] z(A) 9

[}
p
I
<
N
o

rA
LJ

Le segment est donc entierement au-dessus du graphe si et seulement si
fl) <y vAe[01],

et il est entierement au-dessous du graphe si et seulement si
fxA) Zzy()  vA€01],

Ceci mene a la définition analytique de convexité/concavité :
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6.6. Convexité/concavité

Définition 6.8. Soit / un intervalle, borné ou pas, et f : I — R.

* [ est convexe si pour toute paire x, x5 € I,
FI(L=N)z1 + Az2) < (1= A)f(z1) + Af(2).

* [ est concave si — f est convexe, c’est-a-dire si pour toute paire 1,25 € I,

SU =Nz + Azg) > (1= N) f(w1) + Af(22).

Exemple 6.22. f(z) = |z| est convexe. En effet, fixons deux points quelconques
x1 < x2. Alors pour tout A € [0, 1], par l'inégalité triangulaire,

f((l—/\)x1+/\x2):|( /\xl—i-/\xQ‘
é}( /\x1’—|—|/\x2‘
= (1 = X)|z1] + Alzo]
=1 =N f(z1) + Af(z2).

12l

\‘/

Exemple 6.23. f(z) = z? est convexe (sur tout R). En effet,

(L= Nzt + Azg) = (1= A) f(21) — Af(22)
= (1 =Nz + )\:vg)2 — (1 = N)a? — A3
= — )\(1 — )\)(Il — ZL'Q)2
~‘>6_/
<0.

La définition de convexité donnée ci-dessus traduit la propriété géométrique énoncée
en début de section, mais elle peut étre difficile a mettre en oeuvre, méme dans des cas
tres simples.

Exemple 6.24. La connaissance du graphe de la fonction exponentielle f(z) = e”
indique qu’elle est probablement convexe :
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6.6. Convexité/concavité

Mais montrer “a la main” que
e(ImMz1t+Azs (1 —XN)e™ + Ae™ Vo, < x9,VA € ]0,1]
n’est pas simple.

Il serait donc utile d’avoir un moyen plus direct d’obtenir la convexité. Nous y revien-
drons aprés avoir les outils fournis par le calcul différentiel.
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Chapitre 7

Limites de fonctions

7.1 Introduction

Nous avons rencontré la notion de limite lorsque nous avons étudié les suites de réels.
Nous allons maintenant introduire diverses notions de limites, associées a une fonction
réelle f d’une variable réelle x. Nous étudierons donc la dépendance

z— f(z),

et ceci dans deux situations particulieres :

* Lorsque x est au voisinage d'un point x, € R, nous définirons d’abord la limite

lim f(z),

Tr—T0

ainsi que les limites latérales

lim f(x), lim_ f(z).

* Lorsque z est au voisinage de I'infini, a savoir trées grand, nous définirons les limites

lim T lim ).

a:—)—oof( ) ’ a:—)—i—oof( )

Ce deuxieme cas sera essentiellement le méme que pour les suites, lim,,_, a,, et
ne présentera aucune difficulté réellement nouvelle.

Comme les propriétés satisfaites par ces limites seront essentiellement les mémes que
pour les suites, nous ne donnerons pas toutes les preuves, qui pourront étre faites en
exercice.

7.2 Limite z — x

Commengons par étudier les valeurs d’une fonction f proche d"un point z, avec la dé-
tinition de base de la limite en (. Le point z, pourra étre un point intérieur du domaine
de la fonction, ou alors sur son bord.
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7.2. Limite x — z

Il y a trop de comportements possibles pour f(x) lorsque = s’approche de z,, donc
dans notre analyse, on se concentrera sur les comportements classiques observés dans
nombre de fonctions rencontrées en analyse, et qui sont les plus rencontrés dans le
développement de la théorie des fonctions. En particulier, on donnera un sens aux
termes suivants :

* f(x) tend vers L € R lorsque z tend vers x

* f(x) tend vers l'infini lorsque x tend vers x

7.2.1 Notion de voisinage

Informel 7.1. Pour définir la “limite de f(x) en xy”, nous allons étudier les va-
leurs de f(z) lorsque « devient arbitrairement proche de z,. Et c’est la formulation
rigoureuse de cette notion qui pose souvent des difficultés.

Pour parler des réels x proches de z, on utilisera la notion de voisinage.

Définition 7.1. Soit 7o € R.
x L'ensemble V' = |zy — a, 29[U]zo, 2o + af, ot @ > 0, est appelé voisinage
épointé de z.
* Une fonction f est définie au voisinage de z si il existe un voisinage épointé
de zo, V, tel que f(z) est définie pour tout x € V.

Exemple 7.1. Aucune des fonctions

1 .
fe)=— flz) =log|z|  f(z) =sin(z3)
n’est définie en 0, mais toutes sont bien définies dans un voisinage épointé de 0.
Par définition, un voisinage épointé de z, contient une infinité de points distincts de

zo. Mais surtout : quelle que soit la distance § > 0 qu’on choisit, aussi petite que 1'on
veut, il contient des points = dont la distance a x, est inférieure ou égale a 0 :

0<|z—mx <0.

7.2.2 Limite en un point

Un premier cas naturel a considérer est celui dans lequel les valeurs de f(x) tendent
a se rapprocher d’un nombre, que 1’on notera généralement L, a mesure que x se rap-
proche de .
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7.2. Limite x — z

Définition 7.2. Soit 2, € R et f une fonction définie dans un voisinage épointé de
xo. On dit que f tend vers L € R lorsque x tend vers z, si pour tout ¢ > 0 il existe
d>0telque |f(z) — L] < edeésquel < |z — x| < 0.

Le réel L sera appelé la limite, et on utilisera la notation :

lim f(x)= L.
T—IQ
Remarque 7.1. » Dans cette définition, on peut prendre ¢ > 0 arbitrairement

petit, et le nombre § > 0 doit en général étre pris en fonction de e.

* Il est important de remarquer que 'étude de lim,_,,, f(z) est indépendante
de la valeur que f prend en (. En fait, f n’a méme pas besoin d’étre définie
en x, pour que sa limite existe!

Sur I’animation ci-dessous, choisir quelques valeurs de ¢ > 0, et adapter 6 > 0 de fagon
ace que
|f(z) —L| <e desque 0<|z—x0<9.

pe

e =0.800

flz) o

d = 1.000

ra
Ld

Exemple 7.2. Considérons une fonction f : R\ {2} — R, telle que

r—1

flz) = Vo # 2.

Ftudions cette fonction dans un voisinage épointé de z, = 2. Cela signifie que I'on
ne s’intéresse qu’aux valeurs de f(z) pour des réels = proches de 2, différents de 2.
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7.2. Limite x — z

A premiere vue, si x est proche de 2 alors  — 1 est proche de 1, et donc f(z) devrait
étre proche de . On peut donc conjecturer que

; 1
lim f(z) = 3.
Pour commencer, étudions la différence
o jz—=1 1§ |x—2 1
1@ - = 25 - 5| =55 - e -2l

Cette expression montre de facon assez transparente que f(z) est proche de
lorsque z est proche de 2, et permet maintenant d’implémenter la définition d
limite.

1
2
e
Fixons € > 0. Par 'identité écrite plus haut, on a

si et seulement si
%|a: —-2| <e¢,
c’est a dire
|z — 2| < 2¢.
Ainsi, si on définit § := 2¢, on a bien |f(z) — 3| < e des que 0 < |z — 2| < 4. Ceci

montre ce qu’on voulait :
lim f(z) = 1.

T—2

Sur I’animation ci-dessous, choisir la valeur de ¢, et voir comment adapter ¢ pour

garantir que tout = € [2 — 4,2 + 4] ait son image f(z) € [5 —¢,5 + ¢

voisinages

¢ =0.900...

On observe que § = 2¢ est le “meilleur” ¢ possible .

Pour un autre exemple élémentaire traité en détails, cliquer ici (blackpenredpen).

Informel 7.2. La fonction de I'exemple précédent a cela de particulier qu’elle a
permis d’écrire une proportionnalité exacte entre | f(z) — 3| et [z — 2|,

(=) — 3l = 3lz -2,

ce qui a permis de facilement trouver un § en fonction de «.
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7.2. Limite x — z

Il n’y a que les fonctions du type f(z) = az + b pour lesquelles cette proportionna-
lité est explicite, c’est-a-dire pour lesquelles on peut toujours écrire quelque chose
comme (pour un L bien choisi)

|f(z) — L] = Cla — x|,

ou C est une constante qui ne dépend pas de z.

Si on ne peut pas faire de méme dans un cas général, on pourra quand-méme
essayer de majorer la différence |f(z) — L| comme suit :

[f(z) = L] < Clz — o],

ce qui permet également de trouver un § en fonction de «.

Exemple 7.3. Considérons

si 2,
f@)=2sss ST
2 siv=2,
et montrons que
. 1
Jim f(x) = 3

Commencgons par écrire la différence. Lorsque z # 2,

3

w 2 |z — 2|
2r+5 3

322+ 5]

f(2) =31 =|

De par la présence de “|x — 2|” au numérateur, cette expression exprime bien que
| f(x) — 3| sera proche de zéro lorsque « sera proche de 2. Mais pour rendre I'ar-
gument rigoureux il faut d’abord faire quelque chose pour ne plus avoir de “z” au
dénominateur de la fraction. Nous allons donc travailler pour minorer le dénomi-
nateur par une quantité strictement positive, qui ne dépend pas de x.

Si on suppose par exemple que z est a distance au plus 1 de 2, |z — 2| < 1 (c’est-a-

dire —1 < z — 2 < 1), alors on peut écrire que
2w+5=2a—-2+2)+5=2—-2)+9>2(-1)+9=71,
qui implique en particulier que

2le =2 2|z -2 2
= < - = —lz—2|.
32x+5 3 7 21

|f(z) =5

Dorénavant, nous supposerons donc que |z — 2| < 1. Maintenant, fixons un ¢ > 0.
L'inégalité que nous avons obtenue au-dessus dit que pour rendre | f(z) — 3| plus
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7.2. Limite x — z

petit que ¢, il suffit de d’abord rendre 2 |z — 2| plus petit que ¢. Or

2 21
—|lr—2|<e = |z —2] < —¢.
21 2

Ainsi, si on définit

2
alors 0 < |z — 2| < 6 implique | f(z) — 5| <
Exemple 7.4. Considérons
fla)=e it
qui est bien définie partout, sauf en = 0. Montrons que
lim f(z) =0.
z—0

Fixons donc un ¢ > 0, et montrons que 1’on peut trouver un § > 0 tel que
1
le7=?[<e V¥V 0<|z[<6.

Pour cela, on remarque d’abord que, I’'exponentielle étant toujours strictement po-
sitive, |e_f2 | = ¢ 37.0ron peut résoudre 'inégalité e <e explicitement. D’abord,
en prenant le log(-) (qui est une fonction croissante) des deux cotés de 1'inégalité,
et en changeant le sens de 'inégalité :

1
2 > —log(e).
Cette derniere est toujours vraie si ¢ > 1; dans ce cas on peut donc prendre n'im-

porte quel J, par exemple ¢ = 2. Ensuite, considérons le cas ou1 0 < € < 1. Dans ce
cas, log(e) < 0, et donc —log(e) = |log(e)|. On a donc montré que

1

Vog(e)]

|f(z)| <e sietseulementsi |z|<

On peut donc conclure en prenant

|
V1log(e)]

On voit, par ce calcul, que plus € > 0 est choisi petit, plus = doit étre pris proche de
0 pour que |f(z)| < e.

7.2.3 Premiéres propriétés de la limite
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7.2. Limite x — z

Lemme 7.1. Sila limite existe, elle est unique. Plus précisément : si il existe deux
nombres Ly, L, € R tels que

lim f(x) =Ly, lim f(x) = Lo,

T—T0 T—T0

alors L1 = LQ.

Preuve: (La preuve suit exactement ce qu’on a fait pour les suites!)

Supposons, par l'absurde, que f tende vers deux limites différentes, L; # L. Sans perte de
généralité, on peut supposer que L1 < L. Définissons

Ly — Ly
€= ——,
3
qui est strictement positif par hypothése. Aussi, Ly — L1 > ¢.

* Par définition de L, il existe §; > 0 tel que |f(z) — L1]| < edes que 0 < |z — zo| < 1.
< do.

|
e des que 0 < |z — x|

NN

* Par définition de Lo, il existe d2 > 0 tel que |f(x) — Lo| 9

Définissons maintenant
d :=min{dy,d2} .

Considérons alors un z tel que 0 < |z — 2| < §. Comme ¢ < d;, ona que |f(x) — Li| < e. Et,
comme § < d, ona que |f(x) — La| < e. On a dong, par l'inégalité triangulaire, que

L= Lol = (L1 = £ (@) = (2 — (@)
<L = f(@)|+ |2 - f(@)] < 2 = S|~ Ll

ce qui est absurde O

Le résultat suivant offre une caractérisation alternative de la limite en un point, en
établissant un lien avec la notion de limite introduite précédemment pour le suites de
réels. (En fait, certains textes/enseignant.e.s utilisent cette caractérisation pour définir
la limite d"une fonction en un point.)

Lemme 7.2. (Critere d’existence via les suites) Soit f définie au voisinage de .
Alors
lim f(z) =L
T—x0
si et seulement si pour toute suite (a, ), satisfaisant a,, # x, pour tout n et a,, —
lorsque n — oo, on a que
lim f(a,)=L.

n—o0

Preuve: =: Supposons que lim,_,,, f(z) = L. Prenons une suite (a,), telle que a,, # z( pour
tout n, et telle que a,, — (. Fixons € > 0. Par la définition de limite, il existe 6 > 0 tel que
|f(z) — L| < e dées que 0 < |z — zo| < 0. Puisque a, — xo, il existe un entier N tel que
lan, — x0| < 0, et donc | f(a,) — L| < ¢, ceci pour tout n > N. Ceci montre que f(a,) — L.

<: Supposons maintenant que f(a,) — L pour toute suite a,, — x¢. Par 'absurde, supposons
que f(z) ne tend pas vers L lorsque = tend vers xy. Cela signifie qu’il existe £, > 0 pour lequel

Compilation: 2026-09-07 12:47:07+02:00. Version Web: https://botafogo.epfl.ch/analyse-1-flipped


https://botafogo.epfl.ch/analyse-1-flipped

7.3. Le théoréme des deux gendarmes

il n’existe aucun 6 > 0 tel que |f(z) — L| < &, dés que 0 < |z — x| < J. Considérons alors la
suite §, = 1 et pour tout n, considérons un z,, tel que 0 < |z, — zo| < &, et |f(zn) — L| > ..
On a donc une suite (z,,) telle que =, — x, mais pour laquelle f(x,) ne tend pas vers L, une
contradiction. O

Ce critére est en général utilisé pour montrer qu'une fonction f n’a pas de limite lorsque

x — . Pour ce faire, on pourra soit trouver une suite z,, — x, pour laquelle lim,,_,, f(z,)
n’existe pas, ou alors trouver deux suites x,, — x¢, ¥, — % telles que les suites f(z,,) et
f(yn) possedent des limites différentes lorsque n — oo :

Tim f(2n) # lim f(yn)

Exemple 7.5. Montrons que la fonction f(z) = sin() n’a pas de limite lorsque
x — 0. Pour ce faire, considérons deux suites qui tendent vers zéro.

% Pour la premiere, prenons z,, = m, pour laquelle
flz,) = sin(i) = sin(§ +2mn) = 1 Vn

* Pour la deuxieme, prenons y,, = , pour laquelle

1
377T-l-271'n

f(yn) = Sin(y%) = Sin(%7T +2mn) = -1 Vn
On a donc z,, — 0 et y,, — 0, mais

Tim f(zn) 7 lim f(yn) .

Le théoreme ci-dessus implique donc que la limite lim,_,, f(x) n’existe pas.

7.3 Le théoréme des deux gendarmes

Le résultat suivant est I'analogue de celui vu précédemment pour les suites; il est utile
pour calculer une limite x+ — z, en comparant f(z), proche de z(, a deux fonctions plus
simples dont on sait calculer les limites. On formule le résultat pour la limite z — =z,
mais il peut aussi se formuler pour les limites latérales (section suivante).
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7.3. Le théoréme des deux gendarmes

Théoréme 7.1. (Théoreme des deux gendarmes) Soit f définie sur un voisinage
V épointé de z,. Soient g, h, également définies sur V, telles que

1) g(z) < f(z) < h(x) pour tout xz € V,
2) lim g(z) = lim h(x) = L.
T—T0 T—T0
Alors la limite de f lorsque z tend vers z, existe et vaut L :

lim f(z)=1L.

T—T0

rA
LJd

Preuve: Fixons ¢ > 0.
* Puisque lim,_,4, g(z) = L, il existeun §; > 0 tel que |g(z)—L| < edesque 0 < |x—xzo| < J.
* Puisque lim,_,,, h(z) = L, il existe un d2 > 0 tel que |h(z) — L| < e des que 0 < |z — x| <
Ja.
Posons ¢ := min{dy,d2}. Si z est tel que 0 < |z — x¢| < J, on a donc a la fois |g(x) — L| < e et
|h(z) — L| < ¢, ce qui donne

mais aussi

Etdonc |f(z) — L| < e. O

Exemple 7.6. Considérons la fonction

) 1
fx) = |fvlsm<\/m> 7

bien définie dans un voisinage épointé de =, = 0. Pour calculer sa limite lorsque
x — 0, on peut remarquer que —1 < sin(---) < 41, et donc pour tout = # 0,

—|z| < fz) < o]
~—
=g(z) =h(z)
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7.4. Limites latérales v — z{

Comme lim,_,o g(z) = lim,_,0 h(x) = 0, le théoréme des deux gendarmes implique
que lim,_,o f(z) = 0.

7.4 Limites latérales v — z

On parle alors de limite latérale si les valeurs d"une fonction tendent vers une valeur
lorsqu’on s’approche d"un point =, en maintenant le signe de x — z, constant :

Définition 7.3. Soit 7o € R.

* Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme |z, 2o + o[ (o > 0).
On dit que f tend vers L € R lorsque = tend vers xz, par la droite si pour tout
e > 0ilexiste d > 0tel que |f(z) — L| < edes que 0 < x — xy < J, c'est-a-dire
ro < ¥ < 9 + 6. On notera :

lim+ flx)=1L.

1’*)10

* Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme |zy — o, o[ (o > 0).
On dit que f tend vers L € R lorsque z tend vers z, par la gauche si pour
tout ¢ > 0 il existe 0 > 0 tel que |f(z) — L] < edéesque —d < =z — 1z < 0,
c’est-a-dire g — § < x < xg. On notera :

lim f(z)=L.

:p~>x0

Donc une fonction peut par exemple posséder une limite latérale a droite en z, sans
étre du tout définie a gauche de z; :
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7.4. Limites latérales v — 27

N

&
|
r

Exemple 7.7. Par exemple, f(z) = \/z est définie seulement sur R, = [0, +o0], et

lim f(x)=0.

z—0t

En effet, pour toute > 0,on a | f(z)| = v/z < ¢ si et seulement si 2 < €2, et donc on
peut prendre § := £2.

Mais une fonction peut étre définie de part et d’autre de z(, et n’avoir qu'une seule
limite latérale :

Exemple 7.8. Considérons, sur R*, la fonction

1 — 22 siz <0,
flx) =47 siz =0,

sin(1/z) siz>0.
Alors f n’a pas de limite a droite en z, = 0, comme on sait, mais

lim f(z)=1.

z—0~

Intuitivement, si les limites latérales en un point existent et sont égales, alors la vraie
limite en ce point existe et prend la méme valeur :
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7.4. Limites latérales v — z{

Théoréme 7.2. Soit f définie dans un voisinage épointé de x,. Les deux affirma-
tions ci-dessous sont équivalentes :

1) xlg? flz)=1L
2) lim f(z) = lim f(x)=1L

:p%xo {L‘*}Iﬂo

Preuve:

1) Supposons que lim,_,,, f(x) = L, c’est-a-dire que pour tout ¢ > 0 il existe un 6 > 0 tel
que |f(z) — L] < edéesque 0 < [z —29| < 0.0r0 <z —2p < det—0 <z—x9 <0
impliquent évidemment 0 < |z — zg| < 6. Et donc lim St f(z) =lim, - f(x)=1L

2) Maintenant, supposons que lim, v f(z) = lim, g f(z) = L, et fixons ¢ > 0. On a
d’une part l'existence d'un §_ > 0 tel que |f(z) — L| < e dés que —6_ < x —z9 < 0, et
d’autre part 'existence d'un d; > 0 tel que |f(z) — L| < edeésque 0 < x — 29 < 4. En
prenant § := min{J_,d}, on garantit que si 0 < |x — zg| < J, alors —6_ <z —zp < Oet
0 <z — 1z < 04, etdonc dans tous les cas, |f(x) — L| < e.

O

I existe naturellement une version latérale du Théoréme des deux gendarmes, ou du
théoreme sur 1'équivalence avec les limites par des sous-suites, dans le cas des limites
latérales.

Exemple 7.9. Considérons

T

ro) =],

qui est bien définie en tout = # 0. Pour calculer sa limite lorsque x — 0, commen-
¢ons par rappeler que par la définition de valeur entiére,

T

1 1 1
——1<L—J<—, Vo #0.
x T

On utilise cette double inégalité pour étudier les limites latérales en zéro :

% Si on la multiplie des deux cotés par = > 0,

1 1
gv(——l)<f(ac)<9:-—7 Ve >0.

x x

iy =1

Puisque lim, ,o+(1 — z) = 1, le Théoreme des deux gendarmes (en version
“latérale”) implique que
lim f(z)=1.

z—0t

% Si on la multiplie des deux cotés par = < 0,

1 1
x(——1>>f(:c)>:c'—, Vo <0.
T T
————

=l—z

{

=1
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7.4. Limites latérales v — 27

Puisque lim, ,o- (1 — z) = 1, le Théoreme des deux gendarmes (en version
“latérale”) implique que
lim f(z)=1.

z—0~

Puisque les limites larérales existent et sont égales,

lim f(z) =1.

x—0

\

draw | clear plot

Be

Le théoreme précédent est aussi utile pour montrer qu'une limite + — x( n’existe pas.
Pour ce faire, on pourra

* montrer qu'une des limites latérales, x — xa“ ouz — z,, nexiste pas, ou

* montrer que les limites latérales © — z§ et x — x,, existent mais ont des valeurs
différentes.

Exemple 7.10. Considérons

_J2? -1

r—1

()

)

et montrons que la limite lirr% f(z) n’existe pas.
T—

D’abord, remarquons que |z* — 1| = |z — 1| - |z + 1]. Ensuite, si = est proche de 1,
alors | + 1| = z + 1, mais

- 1] = +(z —1) s%x>1,
—(x—1) siz<l.

On peut donc facilement calculer les limites latérales :

—(x—1 1
lim f(z) = lim (x=Dlz+1) = lim —(z+1)=-2,
z—1- z—1- r—1 z—1-
: . (e=D(x+1) B

Compilation: 2026-09-07 12:47:07+02:00. Version Web: https://botafogo.epfl.ch/analyse-1-flipped


https://botafogo.epfl.ch/analyse-1-flipped

7.5. Propriétés de la limite

Comme les limites latérales existent mais sont inégales, on conclut que f(x) n’a pas
de limite lorsque v — 1.

7.5 Propriétés de la limite

Nous avons vu pour l'instant trois notions de limites en un point z :

lim , lim , lim .

=0 x%xar Tz
Or ces limites obéissent a des propriétés standards qui sont semblables a celles des
suites. Plutot que de les répéter séparément pour chaque notion, nous les énongons
en une seule fois. Dans la proposition ci-dessous, “lim” représente une des limites ci-
dessus.

Proposition 7.1. Soient f, g telles que lim f et lim g existent. Alors :
1) lim(f £ g) =lim f £limg
2) lim(f - g) = (lim f) - (lim g)
3) silimg # 0, alors limg = %
4) si f(x) < g(x) dans un voisinage de z,, alors lim f < lim g

Preuve: (Suivre exactement les mémes pas que dans la preuve des mémes propriétés pour les
suites.) O

Les propriétés ci-dessus permettent de calculer des limites nouvelles a partir de limites
déja connues, en évitant de devoir passer a chaque fois par la définition, “a la -6”.

Exemple 7.11. Considérons un polynéme
P(z) = ag + a1z + axx® + - + a,2™ = Zakmk.
k=0
Par les propriétés 1 et 2,
. o k
i, Ple) = Jim ) axs
k=0
= Z lim agz”®
T—T0
k=0
= Z ap lim z*
Tr—T0
k=0

n
= E akxlg
k=0

= P(xo)
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7.6. Quelques indéterminations “2”

Dans I’avant-derniere ligne, on a encore utilisé la propriété 2, pour chaque £k, comme
suit. Puisque lim,_,,, ¢ = o on a

limz*=limaz -z -2
T—xQ Tr—T0
k fois

= (lim z) - (lim z) --- (lim 2)

T—T0 T—rT0 T—T0

~
k fois
_ _ k
= Tg "Xy ""Tog =Ty -
e

k fois

7.6 Quelques indéterminations “3”

Les limites les plus importantes (et les plus intéressantes aussi) sont les formes in-
wuQr

déterminées, celles de la forme “§”, c’est-a-dire des limites de quotients de fonctions
définies dans un voisinage de x,

7 x%zg g(x) ’ =T g(l’)

y
vz 9(2)

)

ou f et g tendent toutes les deux vers zéro.

Dans cette section on rappelle quelques méthodes classiques utiles pour lever ce genre
d’indétermination, en les illustrant sur des exemples standards. Il est clair que les tech-
niques s’adaptent pour les trois types de limites.

7.6.1 Polynodmes et factorisation

Exemple 7.12. Considérons une limite d’'un quotient de deux polyndémes :

. 23 =222 -5z +6 . P(x)
lim = lim
z—1 2 4+2¢x—3 r—1 M(gj)

Par une propriété vue plus haut,

lim P(x) = P(1) =0, lim M (z) = M(1) =0,

r—1 rz—1

et donc ce quotient mene a une indétermination de la forme “3”. Mais comme on
sait, le fait que les P(1) = 0 et M (1) = 0 signifie que ces polyndmes peuvent se
factoriser par (z — 1). En effectuant deux divisions, on obtient

P(x)=2° 22> =52 4+6 = (v — 1)(2* — 2z — 6),
M(z)=2*+2r -3 = (z—1)(x+3),
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7.6. Quelques indéterminations “2”

ce qui implique que le quotient considéré est en fait

P(x) Tz—L@*—2—-6) a*>—x—-6 Pz

M(z)  T@—D(x+3) 2+3 _M(x)

Et donc, puisque P(1) = —6 et M (1) = 4 # 0, la limite a calculer n’est plus indéter-
minée :

lim Plz) = lim ]i’(a:) = _—6 = ——

7.6.2 La méthode du conjugué

La méthode du conjugué, que nous avons utilisée souvent dans 1'étude des suites et
des séries, est aussi utile pour les limites de fonctions.

Exemple 7.13. Considérons la limite

o VI+ax—1
lim ——
x—0 €

dans laquelle le numérateur et le dénominateur tendent tous les deux vers zéro
lorsque  — 0. En multipliant et divisant par le conjugué de la racine qui apparait
au numérateur,

vi4+zr—-1 Vi+z—1 J1+z+1

T x '\/1+—x+1
W14z -1°
r(v/1+z+1)
T
(VI z+1)
1
CVItr+1
On a donc
o Vli4x—1 . 1 1 1
lim —— = lim = =_,
20 T =0/14+2+1 14+1 2

Remarquons que parfois, le conjugué est utile dans des limites qui n’impliquent pas
forcément des racines carrées (voir plus bas).

7.6.3 Limites de fonctions trigonométriques

Exemple 7.14. Montrons que

lim sin(x)

x—0 x

=1
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7.6. Quelques indéterminations “2”

D’abord, puisque f(z) := # (définie sur R*) est paire , il suffit de montrer que
lim S0
a—0t T '

Mais, par 1’équivalence via les suites, cette derniere est équivalente a la validité,
p q
pour toute suite z,, > 0, z, — 0, de

sin(z,,)

lim

n—00 Tn

=1.

Or cette propriété a déja été démontrée dans le chapitre sur les suites.

Exemple 7.15. Montrons que

1-— 1
lim L= ¢05@) _ L
z—0 ,ZE2 2

En multipliant et divisant par le conjugué de la différence 1 — cos(z),

lim 1 — cos(x) — im 1 —cos(z) 1+ cos(z)
=0 12 a0 a2 1 + cos(z)
— lim 1 —cos(x)? 1
20 x? 1 + cos(z)
. /sin(z)\2 1
= hm< ) .
250\ T 1 + cos(z)
=12. L = 1
1+1 2

7.6.4 Limites de fonctions exp/log

Informel 7.3. Attention : Nous allons donner les valeurs de quelques limites im-
pliquant des exponentielles et des logarithmes. Or comme dit au tout début de ce
cours, les fonctions e” et log(z), qui sont réciproques I'une de l'autre, ainsi que leurs
propriétés, sont supposées connues : nous ne les avons pas introduites rigoureuse-
ment. Donc les preuves données ci-dessous ne sont pas entierement rigoureuses;
des résultats que nous présenterons plus tard viendront compléter cette analyse.

Exemple 7.16. Montrons que

log(1
i 08 +2)

x—0 €

Pour ce faire, nous allons calculer la limite le long de la suite z,, = %, quiest > 0, et
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7.7. Limites infinies en un point

x, — 0. Pour un n fixé, on peut écrire

log(1 1 1\"
Tp n n

Puisque (14 1)" — ¢, ona

log(1+z,) . 1\"
lim log(1 + 2n) = lim log (1 + —) =log(e) = 1.
n—00 Ty n—o00 n

Exemple 7.17. Montrons que

lim
x—0 X

Posons pour un instant y := e* — 1, c’est-a-dire = = log(1 + y). Lorsque x — 0, on a
aussi y — 0, donc la limite devient

.oef—1 ) Y 1
lim =

—= |11m =
=0 y—0 log(1 + y) lim, g log(;ry)

=1.

7.7 Limites infinies en un point

¥H>0,38>0 tel qu pLI2H
pour toot x sakisfaisant Z,<X § X +8.

¥H>o,38>0 ol que £L1)2H
pour tovk x sakdaisud % §¢ X <Xo

(ici, Video: v_fonctions_limite_infinie_x0_MAN.mp4)
Si aucune des limites

lim f(x), lim f(x), lim f(x)
T—T0 m—}mg I—)$O+

n’existe au sens des définitions précédentes (c’est-a-dire que f(z) tend vers un L € R
bien défini), alors un des scénarios possibles est que les valeurs de f(z) deviennent
arbitrairement grandes a I’approche de z,, avec un signe bien défini.

Définition 7.4. Soit f définie dans un voisinage de .
Limite infinie lorsque z — z; :

* lim f(z) = 400 si et seulement si pour tout M/ > 0 il existe § > 0 tel que
T—T0
f(z) > M des que 0 < |z — xo| < 9.
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7.7. Limites infinies en un point

* lim f(z) = —oo si et seulement si pour tout m < 0 il existe § > 0 tel que
T—T0

f(x) <mdesque0 < |z — x| <6
Limite infinie lorsque v — z :

* lim_f (x) = +oo si et seulement si pour tout M > 0 il existe 6 > 0 tel que

$—>$0
f(x) > M des que zp < x < xg + 6.

* lim f(x) = —oo si et seulement si pour tout m < 0 il existe 6 > 0 tel que
x—)xo

f(x) <mdesquexy <x<xzo+0.
Limite infinie lorsque z — z; :

* lim f(x) = +o0 si et seulement si pour tout M > 0 il existe 6 > 0 tel que

=Ty
f(x) > M des que xp — 0 < x < .

* lim f(z) = —oo si et seulement si pour tout m < 0 il existe 6 > 0 tel que
=T

f(x) <mdesquezy—0 <z < .

F(x) =|(1+0.3*sin(1/(x*x+0.01)))/x draw clear plot (z, f(x))

Exemple 7.18. Soit f(x) = 2, au voisinage de = = 0. Montrons que

lim f(x) = +o0,

z—0

au sens de la définition ci-dessus. En effet, fixons un seuil M > 0, et montrons que
f(z) = M pour tout = suffisamment proche de 0.
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7.7. Limites infinies en un point

Px)

emssmess =

-§ o +§
On remarque que pour un M > 0 fixé (grand),
f()>M<:>1>M(:) 2<1<:>|]<1
x) =z .772 = X \M HARESS M

Définissons donc 9 := \/LM Comme conséquence de ce qui précede, en prenant un
x tel que 0 < |z| < 0, on garantit que f(z) > M.

Exemple 7.19. Considérons ensuite f(z) = 1 au voisinage de 2 = 0. Dans ce cas
on peut obtenir des limites infinies seulement au sens latéral :

: .1
lim — =400, lim — = —00.
z—0T T z—0— T

8=
®

Exemple 7.20. Pour f(z) = log,(x), dont le domaine est R*,,

—00 sia>1,
400 si0<a<1.

lim log,(z) = {

z—0t
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7.7. Limites infinies en un point

a=2.000...

log,(xz)e

ra
LJ

7.7.1 Propriétés des limites infinies en un point

Comme on sait depuis le chapitre sur les suites, les limites infinies ne se manipulent
pas comme leurs analogues finies.

La résultat suivant est 1’exact analogue de la proposition donnée pour les suites qui
tendent vers I'infini. On ne les formule que dans le cas de la limite  — . On laisse au
lecteur le soin de formuler les propriétés analogues pour les limites latérales v — z7.

Proposition 7.2. Soient f, g définies dans un voisinage épointé de z, et o1 f est
telle que lim,_,,, f(x) = +oc. Alors

1) limx%xo ﬁ = 0.

2) Silim,_,,, g(z) = +o00, alors

lim (f(z) + g(z)) = 400, et lim f(z)g(x) = +o0.

T—rT0 T—rxT0

3) Si g est bornée dans un voisinage épointé de x, alors

. . g(x)
lim (f(z) +g(x)) =+oc0, et lim =—= =0.
Iim (£(z) + g()) tim £
4) Silim, ., g(x) = L # 0, alors
+o00o siL>0
li = ’

Compilation: 2026-09-07 12:47:07+02:00. Version Web: https://botafogo.epfl.ch/analyse-1-flipped


https://botafogo.epfl.ch/analyse-1-flipped

7.8. Limites x — o0

5) Si il existe 6 > 0 tel que g(x) > 0 dans un voisinage épointé de z,, alors
lim, ., f(x)g(x) = +o0.

6) Sig(x) > f(x) pour tout z dans un voisinage épointé de x, alors lim,_,,, g(z) =
+00.

Exemple 7.21. Parfois, on peut devoir faire une factorisation avant d’utiliser les
propriétés ci-dessus :

, r? -1 . (x=1)(z+1)
lim ——— = lim
o1t 22+ 2x +1  an-1t (x4 1)2
1
= hm+(x—1) 1= -
T—— 1T N —— T
——2#0 _Tfoo

7.8 Limites x — +00

Dans cette section, on étudie le comportement des fonctions loin de 'origine, en consi-
dérant des limites ot x — +o0.

Comme la problématique est essentiellement la méme que celle introduite dans I’étude
des suites (a,) et de leurs limites lorsque n — oo, on se contentera de donner les défi-
nitions, calquées sur celles du chapitre sur les suites, et de donner quelques exemples.

7.8.1 Limites finies

Définition 7.5. 1) Soit f dont le domaine contient un intervalle de la forme
la, +oo[. Alors lirf f(z) = L si pour tout ¢ > 0 il existe N > 0 tel que
T—>+00

|f(z) — L] <edésquex > N.

2) Soit f dont le domaine contient un intervalle de la forme | — oo, b[. Alors
lim f(x) = L sipour toute > 0 il existe N < 0 tel que |f(z) — L| < ¢ des
T—r—00

quez < V.

On pourra utiliser sans autre toutes les propriétés listées dans la lecon sur les limites
de suites, ainsi que les techniques pour étudier ces limites (extraire le terme dominant,
conjugué, etc.).

7.8.2 Limites infinies

Définition 7.6. 1) Soit f une fonction dont le domaine contient un intervalle de
la forme |a, +o00].

x| lim f(x) = 400 |si et seulement si pour tout M > 0 il existe N > 0 tel

T—+00

que f(z) > M désquez > N.
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7.8. Limites x — +o0

x| lim f(z) = —oo|si et seulement si pour tout m < 0 il existe N > 0 tel
r—>+00

que f(zr) < mdesquez > N.

2) Soit f une fonction dont le domaine contient un intervalle de la forme | —oo, b].

* 2ii)r_noo f(z) = 400 |si et seulement si pour tout M > 0 il existe N < 0 tel
que f(z) > M des que x < N.

* mEIPoo f(x) = —oo|si et seulement si pour tout m < 0 il existe N < 0 tel
que f(z) < mdesquex < N.

Exemple 7.22. Considérons le comportement des fonctions polynomiales f(z) =
aP, ol p € Z*. Si p est négatif, alors

lim 2P =0.
r—+00

Par contre si p est positif, alors

lim 2P = 4+
)

r——+00
et
. +00  sipestpair
lim a? = .P P "
T——00 —oo  sip estimpair.

Exemple 7.23. Exponentielle de base a > 0 (a # 1) :

0 sia>1.

T——00

: - {+oo sid<a<1,
lim a® =
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7.8. Limites x — o0

: . 0 si0l<a<l1,
lim a® = .
T—+00 +o00 sia>1.
a=1.461...
a’ e
™
T

Remarque 7.2. Le fait qu’ici on considere une fonction f de la variable réelle x, a
I'inverse des suites dont la “variable” est un entier n, fait que certains outils nou-
veaux feront leur apparition, comme la régle de Bernoulli-1"'Hopital (voir chapitre
sur la dérivation).

Nous reviendrons par exemple sur les limites qui caractérisent la vitesse avec la-
quelle certaines fonctions fondamentales tendent vers 1'infini, comme

o (0@

T—00 xre

p,a> 0.
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Chapitre 8

Fonctions continues

8.1 Définition de la continuité

La continuité est la condition de régularité la plus naturelle que 1'on puisse associer a
une fonction f en un point z, : elle impose que les valeurs de f(x), pour z dans un
petit voisinage de z soient proches de la valeur de f(xz(). Cette condition se formule
rigoureusement en utilisant une limite :

Définition 8.1. Soit f : D — R, ou D C R est un ensemble ouvert, et soit zy € D.
Si

lim f(z) = f(zo),

T—ITQ
on dit que f est continue en z,. Si la limite n’existe pas, ou si elle existe mais est
différente de f(zo), on dit qu’elle est discontinue en x.

Si une fonction est continue en tout point 2y € D, on dira simplement qu’elle est
continue sur D.

La continuité d'une fonction f en un point z, signifie que les valeurs de f(z) sont
proches de f(zo) pour tous les points = proches de z,. Trés exactement : pour tout
e > 0, il existe 6 > 0 tel que

|f(x) — f(zo)| <& deésque |z — o < 7.

Sur I’animation suivante, choisir un z, et tester la continuité de f en z,, en procédant
comme suit :

1) Fixer une valeur de € > 0 (petite),

2) Chercher un 6 > 0 adapté tel que la relation ci-dessus soit satisfaite. Remar-
quer que plus ¢ est pris petit, plus § doit aussi étre pris petit pour satisfaire cette
contrainte.
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8.1. Définition de la continuité

e
€= 0.700.{( !

0 =0.900...

Exemple 8.1. Etudions la continuité de la fonction

4—x six <3,
flz) =143 siz =3,
x

-2 siz > 3.

Montrons d’abord que f est continue en tout point =, # 3 :

1) Sixzg < 3, alors

lim f(z) = lim (V4 —12) = V4 — 29 = f(x0).

T—T0 T—T0
2) Sixg > 3, alors

lim f(z) = lim (x — 2) =29 — 2 = f(zo) .

T—T0 T—T0

Considérons ensuite le cas o, = 3. D'une part, en ce point la fonction prend la
valeur f(3) = 3/2, mais d’autre part

lim f(z)= lim (v4d—2z)=1,

r—3~ r—3~

lim f(z)= lim (x —2) =1,

z—31 r—3t

ce qui implique l'existence de lim,_,3 f(x), mais
lim f(z) # /(3).

donc f est discontinue en zy = 3.
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8.1. Définition de la continuité

e =0.700...

L’'exemple précédent montre comme il est facile de créer une discontinuité en un point
zo : en définissant la fonction différemment de part et d’autre de .

Informel 8.1. Les fonctions qui sont continues en tout point de leur domaine de dé-
finition, sur lesquelles nous reviendrons, jouent un role particulier en analyse, car
elle jouissent de certaines propriétés remarquables. Du point de vue graphique, le
graphe d'une telle fonction ne présente aucun saut, et peut théoriquement étre tracé
“sans lever le crayon”.

8.1.1 Des fonctions avec beaucoup de discontinuités

En vue de I'exemple du début de cette section, on voit qu’il est facile de créer des
fonctions possédant une, deux ou plusieurs discontinuités. On peut évidemment créer
des fonctions possédant une infinité de discontinuités (par exemple, la valeur entiere
x — |x] est discontinue en tout point z, € Z), mais il existe des fonctions qui ne sont
continues nulle part...

Exemple 8.2. Considérons la fonction

)1 sizeQ,
f@)_{o siz € R\ Q
@)
; rA

(Un ordinateur ne peut évidemment pas représenter le graphe d’une telle fonc-
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8.1. Définition de la continuité

tion.)
Montrons que f est discontinue en tout z, € R. En effet, pour un z, € R quel-
conque, il existe toujours une suite d’irrationnels 7,, — z, pour laquelle

lim f(i,) =0,

n—oo

et une suite de rationnels , — x, pour laquelle

lim f(r,) =1.

n—oo
Ceci implique que f(x) n’a pas de limite lorsque + — z,, et donc que f n’est pas
continue en z,. Comme ce raisonnement vaut pour tout x,, f est discontinue par-
tout.

En bas de page, on donne un exemple d’une fonction qui est discontinue “presque
partout”, dans le sens suivant : continue en tout point irrationnel, discontinue en tout
point rationnel.

8.1.2 Continuité des fonctions élémentaires

Lemme 8.1. Les fonctions qui sont des sommes, produits, quotients (lorsqu’ils
sont bien définis) et composées de fonctions continues sont continues.

Preuve: Ces propriétés suivent directement des propriétés de la limite. Par exemple, si f et g
sont continues en x, alors f + g est aussi continue en xy puisque

Jim (f +g)(z) = lim f(z)+ lim g(z)
= f(xo) + g(xo)
= (f + 9)(x0)
0

La plupart des fonctions fondamentales de I’analyse sont continues (sur leur domaine).

* Tout polyndéme z — P(x) est continu sur R.

* Les fonctions trigonométriques sin(z) et cos(x) sont continues sur R; tan(z) est
continue sur R\ {7 + k7 |k € Z},

* Pour toute base a > 0, I’exponentielle a” est continue sur R. (En particulier,
x — e” est continue.)

x Pour toute base a > 0, la fonction logarithme log,(x) est continue sur R*. (En
particulier, x — log(x) est continue.)

8.1.3 Continuité latérale

Introduisons une notion de continuité un peu plus faible :
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8.1. Définition de la continuité

Définition 8.2. 1) Soit f une fonction définie en z, et dans un voisinage a gauche
de zy. On dit que f est continue a gauche en z si lim f(z) = f(zo).
T—=T(

2) Soit f une fonction définie en z, et dans un voisinage a droite de z,. On dit
que f est continue a droite en z; si lim+ f(z) = f(zo).

x—):vo

Une fonction continue a droite, mais pas a gauche, en z :

Ple)
£ (xo)e
3 >
KXo +— X

Exemple 8.3. Etudions la continuité de la fonction

RV 9-3
vet+o-s si0<a<T,
xXr
flx)=41/6 siz=0,
Gk si — T <x<0
—-i<z
sin(3z) 3 ’

au point zy = 0. Puisque f est définie différemment de part et d’autre de 0, on
étudie les limites latérales :

vVer+9—3 1 1

Jim, f(x) = lim —— Jm =3 T 5
2+ 1 z+1 1
li = 1 = lim ————— = —.
Jm )= i my mGn 3 3

Puisque f(0) = ¢, on conclut qu’en 0, f est continue a droite mais discontinue a
gauche.

Théoréme 8.1. Soit f définie en z, et dans son voisinage. Alors f est continue en
x si et seulement si elle est continue a gauche et a droite en .

Preuve: Est une conséquence de 1’équivalence entre limite et égalité des limites latérales.  [J

Attention : ne manquez pas de lire 'exemple tout en fin de section !
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8.2. Prolongement par continuité

Exemple 8.4. A Considérons la fonction f : ]0, 1[ — R définie par

{0 si x est irrationnel,

siz = § (irréductible).

Nous allons montrer que f est continue en tout point irrationnel, discontinue en tout
point rationnel.

Clairement, f est discontinue en tout z, rationnel non-nul. En effet, on peut tou-
jours trouver une suite d’irrationnels i,, — z,, pour laquelle

Tim f(io) =0 # f(xo)-
Avant de poursuivre, définissons pour chaque entier k£ > 1 1’ensemble
Q(k) := {E|irréductible, p € Z} C Q.

Remarquons que la distance entre deux points de Q(k) est d’au moins ;. Par défi-

nition, si z € Q(k), alors f(z) = 1.

Fixons maintenant un irrationnel z, et montrons que f est continue en z,, c’est-a-
dire que

lim f(z) = f(zo) = 0.

Tr—xQ

Pour cela, fixons ¢ > 0 et considérons un entier & > 1 tel que % < e.Soitd > 0,
assez petit pour que les rationnels contenus dans [z; — J, zo + 6| ne soient que des
rationnels des ensembles Q(k'), k' > k.

Si x est irrationnel, alors f(z) = 0.

* Si z est rationnel, alors il appartient nécessairement a un des ensemble Q(%'),
k' >k, ce qui implique |f(z)| = & < § <e.

Dans les deux cas, on a | f(x)| < € pour tout z € [xy — 9, zo + J].

8.2 Prolongement par continuité
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8.2. Prolongement par continuité

Informel 8.2. Supposons qu'une fonction ait un “trou” dans son domaine, au
point z,. Si 'on veut étendre le domaine de cette fonction, de fagon a ce que son
domaine contienne aussi xy, comment doit-on définir f(z)?

Soit I un intervalle, z € I, et soit I’ := I \ {x(}. On obtient donc I en rajoutant a ' le
point .

Soit maintenant une fonction f : I’ — R, c’est-a-dire définie sur I a l'exception du
point x.

Si on veut étendre le domaine de f a tout I, il faut choisir une valeur pour f(xz). Ce
choix est a priori arbitraire, mais une facon naturelle de le faire est de donner a f, au
point z(, une valeur qui est semblable a celles qu’elle prend dans le voisinage de x.

Plus précisément : si le nombre
L= lim f(x)

T—T0

existe, il est naturel de 1'utiliser pour définir la valeur de f au point z :

f(xo) :=L.

Cette procédure est surtout utilisée dans le cas ou f est, au départ, continue en tout
point de I”:

L 2

Si la limite L existe, la nouvelle fonction
f:I>R
L {f@:) si @ # w0,

L sirz=umxg.
est continue en tout point de I; elle s’appelle la prolongée de f par continuité :

f
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8.2. Prolongement par continuité

Informel 8.3. Du point de vue du graphe, on est parti d'une fonction qui était
déja continue en tous les points de I’, et 'existence de L a permis de simplement
“boucher le trou”, pour rendre la fonction continue sur tout /.

Exemple 8.5. Considérons la fonction f : R\ {3} — R, définie par

Fla) = {\/4—:v siz <3,

T — 2 sixz > 3.

On a montré précédemment que f est continue en tout point 2 # 3. On a aussi

calculé
lim f(z) =1.

r—3

On peut donc prolonger cette fonction par continuité a tout R, en définissant

4—x six<3,
flz):=X1 sixz =3,
r—2 siz>3.

Exemple 8.6. Considérons f : R* — R, définie par

_ sin(x) |

flz) =

X

RELD

™~ ~
N N i

Clairement, f est continue en tout point zy € R*. On sait que

sin(x) 1

lim f(z) = lim

x—0 z—0 €T ’

donc f peut étre prolongée par continuité a tout R. Sa prolongée est donnée par

sin(x) :

~ — Slﬂf#o,
€Tr) = T

/() {1 siz=20.
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8.3. Continuité sur un intervalle compact

Informel 8.4. On ne peut pas toujours, comme dans les deux exemples précé-
dents, “boucher le trou” pour rendre une fonction continue partout :

Exemple 8.7. Soit f : R* — R définie par

fle) i {o siz <0,

1 siz>0.

$x)

v

i

i
"
o

Alors f est continue en tout point de R,, Mais comme lim,_,o f(z) n’existe pas

(puisque lim, ,o- f(z) = 0 est différent de lim, ¢+ f(z) = 1), cette fonction ne peut
pas étre prolongée par continuité.

8.3 Continuité sur un intervalle compact

ne fonction continue définie sur un intervalle compact, c’est-a-dire fermé et borné
Une fonct t déf t 11 t, c’est-a-dire { tb

(donc du type [a, b]), possede plusieurs propriétés remarquables. Commengons par dé-
finir ce que signifie étre continue sur un intervalle fermé et borné :

Définition 8.3. Une fonction f : [a,b] — R est continue si
* elle est continue en tout z( €]a, b,
* elle est continue a droite en 2y = a,

% elle est continue a gauche en zy = b.

Informel 8.5. Une fonction continue sur [a, b] est donc une fonction dont le graphe
est une courbe “tragable sans lever le crayon”, reliant le point A = (a, f(a)) au point

B = (b, f(b)):
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8.3. Continuité sur un intervalle compact

?
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P - ..

Une premiere propriété importante est qu'une fonction continue sur un compact ne
peut pas prendre de valeurs arbitrairement grandes :

Théoréme 8.2. Soit f : [a,b] — R continue. Alors f est bornée.

Preuve: Par 1'absurde, supposons que f n’est pas majorée. Alors pour tout n > 0 il existe
Ty, € [a,b] tel que f(z,) > n, etdonc f(z,) — +oo.

Par construction, (x,), est bornée. Par le Théoreme de Bolzano-Weierstrass, il existe une sous-
suite (z,, )i et z* € [a, b] telle que limj_,» z,, = x*. Mais donc, puisque f est continue, elle est
en particulier continue en z*, et donc

fx*) = lim f(z,,)= T}Ln;of(xn) = +o00,

k—o0
ce qui est impossible (puisque f(z*) doit étre un nombre fini!). Donc f est majorée.

En adaptant I'argument, on montre que f est minorée. O

Une deuxieme propriété, tres utile dans les problémes d’optimisation : si une fonction
est continue sur un compact, elle atteint toujours son minimum et son maximum :

Théoréme 8.3. Soit f : [a,b] — R continue. Alors f atteint son minimum et son
maximum : il existe x, et 2* € [a, b] tels que

min f(z) = f(z.),  max f(z) = f(").

z€[a,b z€[a,b]

afr ma.x ix)
xe[o,b]
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8.3. Continuité sur un intervalle compact

Preuve: Par le théoréeme précédent, f est bornée, et donc

s:= sup f(x)
z€[a,b]

est bien défini. Nous allons montrer qu’il existe un point z* € [a, b] oit f prend cette valeur s.

Considérons la suite ¢, := 1. Par définition du supremum, pour tout n il existe z,, € [a, b] tel
que

s—en < flzy) < s.
Par construction, f(x,) — slorsque n — co. Mais, comme (z,,),, est bornée (elle vit dans [a, b]

)
) Jr
le Théoreme de Bolzano-Weierstrass garantit qu’il existe une sous suite (z,, ), et un z* € [a, b,
tels que limy_,o0 z, = ™.

Calculons f(z*). Puisque f est continue sur [a, b], elle est en particulier continue en z*. Comme
Zp, — x*,onadonc

f@) = Jim f(on,).

Mais, puisque (f(xy,))r est une sous-suite de (f(xy,))n, elle converge vers la méme limite :

f(z*) = lim f(xnk) = nlggo f(zn) =s.

k—o0
On a donc
f(z®) = sup f(z)= max f(z).
xe[a,b] IE[a,b}
On procéde de méme pour la construction d"un point z, ot f atteint son minimum. O

Informel 8.6. Le théoreme dit que =, et z* existent toujours, mais il ne dit pas
comment les trouver! (D’ailleurs en général, on ne sait pas les trouver.)

Exemple 8.8. Considérons f : [0,2] — R, définie par
f(z) = 2*sin(x® + cos(z)) .

Cette fonction est continue (c’est un produit de z* avec une composée de fonctions
continues), donc par le théoreme, il existe z, € [0,2] et z* € [0, 2] tels que

f(z.) = min f(z),  f(z") = max f(z).

z€[0,2] z€0,2]

Pour souligner I'importance des hypothéses dans le théoréme ci-dessus, voyons comme
le résultat n’est plus vrai en général lorsqu’une des hypothéses n’est pas vérifiée :

Exemple 8.9. (Une fonction sur un intervalle compact, mais qui n’est pas conti-
nue en un point.) Soit f : [0, 1] — R définie par

T si0<z <3,
flx):=<0 siz =1,
r—1 sit<a<l1
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8.3. Continuité sur un intervalle compact

Cette fonction est continue partout sauf en 3, et elle ne posseéde ni de maximum ni
de minimum :

2%}

pas de max

pas de min

Exemple 8.10. (Une fonction continue, sur un intervalle borné mais pas fermé.)

Considérons .

f($)=m7

Alors f posséde un minimum, atteint en z,, = 0, mais pas de maximum :

sur] —1,1].

pas de max

min

v

X

TR I IR P

+*
'S

Exemple 8.11. (Une fonction continue sur un intervalle fermé mais pas borné.)
Soit
flz)=—, sur [1,4o0].

Alors f posséde un maximum, atteint sur le bord en z* = 1, mais pas de minimum :

£(x)

Mmax
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8.4. Le Théoréme des valeurs intermédiaires

8.4 Le Théoréeme des valeurs intermédiaires

(ici, Video: v_fonctions_continuite_TVI.mp4)

Une propriété essentielle des fonctions continues sur un intervalle compact :

Théoréme 8.4 [Théoréme des valeurs intermédiaires]. Soit f : [a,b] — R conti-
nue. Si f(a) < f(b), alors pour toute valeur intermédiaire h, f(a) < h < f(b), il
existe ¢ €|a, b] tel que f(c) = h. (Affirmation semblable dans le cas ot f(a) > f(b).)

(b)

e
o

Le résultat se démontre en utilisant un Algorithme de bissection (qui est, en soi, tout
aussi important que le théoréme lui-méme) :

Preuve: L'idée est de construire deux suites convergentes (ay)n>0 et (by)n>0. Celles-ci sont
construites par récurrence :
1) Posons ag := a, by := b. Par définition, f(ag) < h < f(bg).
dé

2) Pour n > 0, supposons que a, et b, ont déja été définis, et que f(a,) < h < f(bn).

Considérons alors le point milieu de a,, et by, :

an + by,
Cp 1= 5 )

* Si f(cn) < h, onpose apt1 = Cp, bpt1 1= by.

* Si f(cn) > h, on pose apt1 = ap, bpy1 := c¢,. Par définition de a,1 et by,
flant1) < h < fbngr).
Maintenant que les suites (a,)n>0 et (bn)n>0 ont été construites, regardons-les de plus pres :
* A chaque étape de I'algorithme ci-dessus, a1 est soit a,, soit ¢,,. Comme ¢, > a,, ceci
implique que dans tous les cas, a,+1 > a,. De plus, chaque a,, est inférieur a b. Par
conséquent, (a,),>0 est croissante et majorée, donc elle converge : notons sa limite

c_:= lim a,.
n—oo
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8.4. Le Théoréme des valeurs intermédiaires

* A chaque étape de l'algorithme ci-dessus, by,41 est soit b, soit ¢,. Comme ¢,, < by, ceci
implique que dans tous les cas, b,+1 < b,. De plus, chaque b,, est supérieur a a. Par
conséquent, (b, ),>0 est décroissante et minorée, donc elle converge : notons sa limite

cy := lim b, .
+ TL—}OOn

* Comme a chaque étape exactement un des points devient le point milieu, on a
1 1
lan+1 — bnt1| = i\an —bpl=---= ﬁ|a—b| —0.
Par I'inégalité triangulaire, on a donc que
lew —eq| < few —an| + |an = bn| + |bp — i [ = 0,

ce qui implique que c_ = ¢4, que 1’on peut donc écrire simplement c.
On utilise maintenant de maniére essentielle la continuité de f :

1) D’une part, comme a,, — c_ et f(ay) < h pour tout n, on a que

F(e) = fle-) = lim f(an) < h.

n—oo

2) D’autre part, comme b,, — c4 et f(b,) > h pour tout n, on a que

F(0) = fles) = lim f(b,) > h.

n—o0
Ceci implique bien que f(c) = h. O

La preuve ci-dessus a l’avantage d’avoir fourni un algorithme qui permet de localiser
le point ¢ pour lequel f(c) = h,

On peut aussi donner une preuve plus courte, mais moins riche en information, qui
n’est qu’'une généralisation de la méthode utilisée dans la section sur “z? = 2" :

Preuve: Sih € |f(a), f(b)[, posons
Ap ={x €a,b] : f(z) <h}.

Comme f(a) < h par hypothese, cela signifie que a € A;, et donc que A, est non-vide. Puisque
c’est un sous-ensemble de [a, b], A}, est majoré. On peut donc définir

c:=supAy.

* Puisque ¢ majore Ay, on sait que = > ¢ implique f(x) > h. Si x,, est une suite telle que
Ty > ¢, T, — ¢, la continuité de f au point ¢ implique
fle) = lim f(z,)>h.
n—oo
* Aussi, puisque c est le plus petit majorant de A, on sait que pour tout € > 0 il existe un
x € Ay tel que ¢ — e < x < c. Donc en particulier, pour tout n, il existe un y,, € Ay, tel que
c— % < yn < ¢ Or y,, € Ay, signifie que f(y,) < h. Comme y,, — ¢, la continuité de f au
point c implique
fle) = lim f(yn) <h.
n—oo

Des deux points ci-dessus, on conclut que f(c) = h. O

Compilation: 2026-09-07 12:47:07+02:00. Version Web: https://botafogo.epfl.ch/analyse-1-flipped


https://botafogo.epfl.ch/analyse-1-flipped

8.4. Le Théoréme des valeurs intermédiaires

8.4.1 Application : existence de solutions pour des équations non-
linéaires
Voyons une premiere conséquence du théoreme de la valeur intermédiaire, que l'on

a déja rencontrée. (Dans le chapitre sur les nombres complexes, on a vu ce résultat
comme une conséquence du Théoréme Fondamental de 1’Algébre.)

Corollaire 8.1. (Existence de racines pour polyndmes réels de degré impair) Un
polyndme a coefficients réels de degré impair posséde au moins une racine réelle.

Preuve: Considérons un polyndme de degré impair, a coefficients réels :

P(x) =ag +a1x + asx® + ... apx™

ou n est impair, et a,, # 0. Rappelons que ce polyndme est une fonction continue de la variable
Z.

Sans perte de généralité, supposons que a,, > 0. Comme n est impair, on a

lim P(z) = +o0, lim P(z) = —0.

T—+00 T——00

Il existe donc un réel N, < 0 tel que P(N,) < 0, et un réel N, > 0 tel que P(N;) > 0.

h=o
Na
"_.‘g\/\/\c Nb

-

En appliquant le Théoreme de la valeur intermédiaire sur l'intervalle [N,, N], avec o = 0, on
conclut : il existe ¢ €]N,, N[ tel que P(c) = 0. O

Exemple 8.12. Le polynome
P(z)=2" -7 +v22 -1

est de degré impair. Par le corollaire, il posséde au moins une racine.

Le théoréme de la valeur intermédiaire permet aussi de montrer 1’existence de solu-
tions pour des équations non-linéaires, pas forcément polynomiales :
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8.4. Le Théoréme des valeurs intermédiaires

Exemple 8.13. Montrons que I'équation non-linéaire
cos(x) =z
possede au moins une solution : Pour ce faire, définissons
f(z) ;== cos(x) — z,
que I'on considere sur l'intervalle fermé et borné [0, 7]. On a d"une part que
FO)=1-0=1>0,

et d’autre part que
() =05 <0.

Dong, par le Théoreme de la valeur intermédiaire, il existe c €0, 5[ tel que f(c) = 0,
ce qui est équivalent a cos(c) = c.

la = Cos(x)

8.4.2 Application : sur ’ensemble image d’une fonction continue

Théoréme 8.5. Soit f : [a,b] — R continue. Alors son ensemble image Im(f) est
un intervalle fermé et borné, donné par

Im(f) = [min f(z), max f(x)}

z€[a,b] z€a,b]

19ex)

v

o
o4

Preuve: On sait que f atteint son minimum et son maximum :

f(z®) = max f(z),  f(x.) = min_ f(z).

z€[a,b] z€[a,b)
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8.5. Continuité et calcul de limites

Puisque f(z.) < f(z) < f(z*) pour tout z € [a,b],on a

Im(f) C [f (), f(2")]-

Six, = ¥, alors f est constante et donc Im( f) ne contient qu'un point (qu’on peut considérer
comme un intervalle fermé et borné). Sinon, on peut supposer sans perte de généralité que
Ty <

En choisissantun & € [f(x.), f(z*)] quelconque, le théoreme de la valeur intermédiaire garantit
qu’il existe un ¢ €]z, z*[ tel que f(c) = h. Par conséquent, h € Im(f), et donc

[f (), f(2")] € Im(f).

On a donc montré que Im(f) = [f(x«), f(z*)], qui est bien un intervalle fermé et borné. O

8.5 Continuité et calcul de limites

On a déja vu que si une fonction f est continue en un point z., alors pour toute suite
(x,) tendant vers z,,

lim () = f(lim 2,) = f(z.).

n—o0

Voyons maintenant un résultat analogue, mais dans lequel la suite z,, (dont la variable
est ’entier n) est remplacée par une fonction g(z) (dont la variable est un réel z) :

Théoreme 8.6. Soit f(y) définie dans le voisinage d'un point y, = L, et continue
en ce point y.

1) Si g est définie dans un voisinage de z, et si lim g(x) = o, alors

T—T0

lim f(g(x)) = f(yo) -

T—T0

2) Si g est définie sur un domaine contenant un intervalle de la forme |a, +o0|,
etsi lim g(x) = yo, alors
Tr—r00

lim f(g(x)) = f(yo) -

T—00

Fo9

/-—f

?(3&-!) — Plye)

x \a
?

élx)———i 3.0

Preuve: On démontre la premiére affirmation.

Fixons € > 0. On procede en deux étapes :
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8.5. Continuité et calcul de limites

* Puisque f est continue en y, il existe n > 0 tel que | f(y)— f(yo)| < edeésque 0 < |y—yo| <

n.
* Ensuite, puisque lim, ., g(x) = yo, il existe 6 > 0 tel que |g(x) — yo| < n des que 0 <
|z — x| < 0.

Prenons donc un z tel que 0 < |z — x| < 6. En utilisant la premiére étape avec y = g(x), on a

[f(g(x)) = f(yo)l = 1f(y) — fFlwo)| <e.

Ceci montre bien que lim,_,, f(g(z)) = f(yo).

La deuxiéme affirmation se démontre de la méme fagon. O

Informel 8.7. En d’autres termes, lorsqu’on étudie une limite d"une composée
f(g(z)), dans laquelle on sait que g(x) — yo, et que f est continue au point yj,
alors on peut “rentrer la limite dans f” :

lim f(g(z)) = f(limg(x)) = f(yo)-

Exemple 8.14. Considérons la limite

X

1m .

On voit ici que g(r) = ;75 — 1 lorsque r — co. Montrons que f(r) = /z est

continue en y, = 1. En effet, puisque

@) = F0I = V&=Vl = S <o -1,

on a bien que lim,_,; f(x) = f(1).

On peut donc “rentrer la limite dans f”

lm f— = Jlim — = TI=1.
z—oo \| T+ 1 z—oo ¢ + 1
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Chapitre 9

Dérivée et calcul différentiel

9.1 Définition de la dérivée, exemples

-t

#

< lim Plxo+h)-Plxa)
heo h

= tan(¥)

{(1,): lm 2% . &2
fxwo DX dx

(ici, Video: v_derivee_introduction.mp4)

Une question géométrique naturelle, et trés utile pour 1’étude d’"une fonction, est de
savoir comment calculer I’équation de la droite tangente au graphe d"une fonction, en

un point (zo, f(zo)) :

L] ®
£

R drag me!

Pour connaitre 'équation de cette droite, de la forme
y=mx+h,

on commence par chercher sa pente m. Et quand on cherche la pente d"une droite, on a
besoin de deux points sur cette droite et ici, on n’en a qu’un, a savoir le point (zo, f(zo)).
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9.1. Définition de la dérivée, exemples

L’idée est de passer par un processus de limite. En effet, introduisons un deuxieme
point sur le graphe, (z, f(x)), ol z est un point différent de z, et considérons la sécante
passant par les points (zo, f(xo)) et (z, f(z)). La pente de cette sécante est donnée par

f(zx) = flao)
x—xy
Lorsque x est proche de z, cette pente approxime celle de la droite que I'on cherche,

m. Dans la limite © — z; (tester sur I'animation ci-dessus), elle devrait méme tendre
exactement vers m :
f(z) = f(@o)

T—T0 T — Xo

L’existence de la limite ci-dessus n’est pas garantie en générale.

Définition 9.1. Soit f définie en z;, € R et dans son voisinage. On dit que f est
dérivable en z sile nombre f’(z,) défini par la limite

=) = flzo)
T—T0 T — X

existe (et est fini). On appelle f'(x() la dérivée (ou nombre dérivé) de f au point
Zg.

Remarque 9.1. Dans la limite qui définit f'(x), ci-dessus, la variable x est utilisée
uniquement pour calculer la limite; on dit qu’elle est muette. On peut donc écrire
f'(zo) de différentes manieres :

o) = i L= S0
L fe) = S

ol, dans la derniere égalité, on a fait le changement de variable h := z — .

Exemple 9.1. Soit f(z) = 2?. Calculons sa dérivée au point 2y = 1

flo) = fa) 2?17

! T _
f(l)_alclﬁml r—1 :}:lg% x—1
_ Tr—)(z+1)
_:rlg% T—1
= lim(z + 1)
z—1

Donc la tangente a la parabole au point d’abscisse zy = 1 a une pente de 2 (voir
I"animation ci-dessous). Son équation est donc de la forme y = 2z + b, et comme
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9.1. Définition de la dérivée, exemples

elle doit passer par le point (1, f(1)) = (1,1), on trouve b = —1. Donc la tangente

au point (1, 1) a pour équation y = 2z — 1.

Voir la sécante

f(=a) /

Exemple 9.2. Soit f(z) = 1. Au point zy = —2,

|_Voir la sécante

Ly

f(xnj

rA
La

9.1.1 Origines possibles de la non-dérivabilité en un point
Voyons quelques exemples de fonctions qui ne sont pas dérivables.

Exemple 9.3. Considérons

0 siz=20.

{xsin(i) siz #0,
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9.1. Définition de la dérivée, exemples

Au point zy = 0, le rapport donnant la pente de la droite de la sécante est

f(z) — f(0)

xT

qui comme on le sait ne possede pas de limite lorsque x — 0. Donc f n’est pas
dérivableen 0 :

Exemple 9.4. Considérons f(z) = |z|. Au point zy = 0, la dérivée s’obtient en
prenant la limite  — 0 du rapport

(@) — £(0) _@:{—1 sia <0,

r—0 =z +1 siz>0.

Or ce signe n’a pas de limite quand = — 0, donc f n’est pas dérivable en zy =
0. Cela fait sens du point de vue géométrique, puisqu’en ce point son graphe ne
possede pas de droite tangente naturellement définie :

4 x|

Exemple 9.5. Considérons f(z) = /z. Au point zy = 0, la dérivée s’obtient en
prenant la limite x — 0 du rapport

f@)-f0) _vE_ 1

x—0 x a2
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9.1. Définition de la dérivée, exemples

Or cette limite est +o00, donc f n’est pas dérivable en z, = 0. Cela fait sens du point
de vue géométrique, puisqu’en ce point son graphe possede une droite tangente,
mais verticale (de pente infinie) :

‘ﬁ

x3

v

'\ pu\.h, '."+°°"

9.1.2 Taux d’accroissement et la notation de Leibniz

De par sa signification géométrique, la dérivée est toujours une limite d'un quotient de
deux quantités qui tendent vers zéro. (C’est pour ca que les indéterminations “2” sont

si importantes!) ’
f'(zo) = lim —f(x; — iixo) :
Interprétons cette limite en introduisant des nouvelles notations :
* Af = f(x) — f(xo) représente l'incrément de la fonction.

* Az := x — x représente l'incrément de la variable.

D’un point de vue quantitatif, ces deux incréments sont petits lorsque x est proche de
zo; Af dit exactement de combien f varie lorsque z s’écarte de =, d"une distance Az :

Ensuite, I’existence de la dérivée,

f'(x9) = lim af

Tr—x0 AQE ’

signifie que quand I'incrément Ax est petit, alors A f est essentiellement proportionnel
a Az, la constante de proportionnalité étant f'(x) :

Af ~ f'(zo) Az
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9.1. Définition de la dérivée, exemples

On conclut que la dérivée f'(x,) représente le taux d’accroissement local de f en z : si
on varie la variable de zy a xy + A, alors la valeur de la fonction passe de f(z() a
f(zo) + Af, o Af est essentiellement proportionnel a Az, comme dans la relation
ci-dessus.

Informel 9.1. Si on admet pendant un instant qu’il est possible de considérer des
incréments infiniment petits, de la fonction et de la variable, que 1’on notera respec-
tivement df et dz, alors la dérivabilité de f en z, signifie que ces deux infiniment
petits sont proportionnels, la constante de proportionalité étant précisément la dé-
rivée en zg :

df = f'(xo)dz .

La notation suivante, appelée notation de Leibniz, est donc naturelle :

F(e0) = & (z)

9.1.3 Dérivabilité implique continuité

On l'a dit, pour que f soit dérivable en z, il faut que sa droite tangente soit bien
définie; elle doit étre assez lisse en xy. En particulier, son graphe ne peut pas faire de
saut en x :

Lemme 9.1. Si f est dérivable en x alors elle est continue en .

Preuve: Si f est dérivable en x, alors en multipliant et divisant par = — o,

b0~ o) = iy, (LI
= f"(z0) =0
= f(w0) -0
=0.
Donc lim, 4, f(x) = f(x0), et donc f est continue en x. O

Remarque 9.2. Attention, la réciproque de I’affirmation du lemme n’est pas vraie.
C’est-a-dire que “continuité” n'implique pas “dérivabilité”. Par exemple, on a vu
que f(x) = |x| n'est pas dérivable en =, = 0, pourtant elle est bien continue en ce
point.

On a vu plus haut des fonctions (|z|, /=) qui étaient continues partout mais pas dé-
rivables en un point. On pourrait, en adaptant ces exemples, construire des fonctions
qui sont continues partout mais pas dérivables en un nombre arbitraire fini de points.
I est naturel de se poser la question de savoir s’il existe des fonctions qui sont continues
partout mais dérivables nulle part. De telles fonctions existent...
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9.2. Dérivée et approximation linéaire

Exemple 9.6. Considérons

Puisque

cos(9"x)
2" A

cette fonction est bien définie pour tout x € R; elle est paire. Avec un peu plus

de travail, on peut montrer qu’elle est aussi continue sur R. Et avec encore un peu

plus de travail, on peut montrer qu’elle n’est dérivable en aucun point de R.

0<

=2 e

9.2 Dérivée et approximation linéaire

Répétons l'intérét géométrique de la dérivabilité : lorsque f est dérivable au point z,
le nombre D = f'(x) représente la pente de la droite tangente au graphe de f au
point (zo, f(xo)). Mais la dérivabilité représente aussi un intérét analytique, puisqu’elle
fournit une fagon particuliere de représenter la fonction au voisinage de .

Commencons par illustrer ce fait sur un exemple simple :

Exemple 9.7. Considérons f(z) = z? au voisinage de zo = 1. On a déja vu dans
la section précédente que f était dérivable en =, = 1, puisque
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9.2. Dérivée et approximation linéaire

Si on définit, pour tout x # 1,

alors

On peut de plus écrire

562:12—0—(.%2—12)

JI2—12
=17 —1
+ x_l(aj )
2 — 12
=17+ (24 ( —2))(95—1)
=12+ (2 + ry( ):r;—l)
= 17 + 2 (:15—1)—|—r1( )z —1)
=f(1) Q)

En d’autres termes, on peut écrire

fl@) = F) + (f'(1) + () (@ = 1)
=)+ W)@ =1) +r(e)(z—1)
La fonction = — f(1) + f'(1)(x — 1) n’est autre que I'équation de la droite tangente

au graphe de z? en zy = 1; elle approxime les valeurs de f(z) lorsque x est proche
de zy :

Xo

fl@) ~ f(1) + f(1)(x - 1)

Puis, le terme “+r(x)(z — 1)” est la correction qui donne 1’écart entre la vraie fonc-
tion et son approximation.

Ce que nous venons d’apprendre dans le cas f(z) = 22 est vrai plus généralement :

Théoreme 9.1. Soit f une fonction définie en z, et dans son voisinage. Alors :
f est dérivable en xz, et sa dérivée en ce point vaut f'(zg) = D si et seulement
si il existe une fonction r,,(x) définie dans un voisinage épointé de z, telle que
lim, 4, 72 (x) = 0, et telle que f peut étre représentée, dans ce voisinage, comme
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9.2. Dérivée et approximation linéaire

suit :
f(z) = f(zo) + (D + 1z (2)) (2 — 20) -

Preuve: Si f est dérivable en z et f'(z9) = D, alors

i £@) = £0)

T—x0 T — X

=D,

que l'on peut écrire

Donc si on définit la fonction

f(x) = f(=0)

T — X0

Tz (X) == - D,

alors par ce qui est écrit au-dessus, cette derniere satisfait lim,_,,, 72, () = 0. De plus, en isolant
f(z) dans la définition de r,,, on voit que

f(@) = f(wo) + (D + rao(2)) (2 — o) -

Inversément, si cette relation est satisfaite pour une fonction r,, satisfaisant lim,_,,, r5,(x) =0,

alors
f(@) = f(z0)

T — g = D),

et la limite de ce quotient existe puisque

lim @) = J(zo) =D+ lim ry(x) =D,
Tr—xTQ xTr — :1}‘0 T—T0
ce qui implique que f est dérivable en z( et que f'(zo) = D. O

Une fonction dérivable en z, peut donc s’écrire
f(@) = f(wo) + (f'(x0) + 74 () (& — o)
= [ (o) + ['(zo)(z — o) + 1y () (x — 7o),
ot lim, 4, 74, () = 0.

Cette représentation est utile si on considere x proche de z, car dans ce cas le terme
s (2)(x — o) est petit, et si on le néglige, on obtient une approximation de f au voisi-
nage de z, appelée 'approximation linéaire :

f(@) = f(o) + ['(wo) (2 — 20)

Cette approximation est celle qui consiste simplement a approximer le graphe de f,
proche de x, par celui de sa droite tangente au point (o, f(zo)) :
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9.3. Regles de dérivation

9.2.1 Sur les deux premiers niveaux de régularité d’'une fonction

On a pour l'instant deux notions de régularité pour une fonction f au voisinage d'un
point zy. Décrivons ce qu’elle représente en qualité d’approximation.

* La continuité : Si f est continue en z, alors les valeurs de f(z) sont proches de
f(zo) lorsque x est proche de x(, qui est une approximation d’ordre zéro de f au
voisinage de x :

f(@) =~ f(xo)

x La dérivabilité : Si f est dérivable en z, alors elle peut étre représentée comme ci-
dessus, et si on néglige r,, (), on obtient I'approximation linéaire, appelée aussi
approximation du premier ordre, de f au voisinage de z :

f(@) = f(xo) + f'(zo)(x — x0)

L’approximation a l'ordre zéro revient a approximer f(z) par la constante f(z), mais
I'approximation linéaire est plus précise, puisqu’elle tient compte de comment f varie
au voisinage de z!

Comparons ces approximations sur un exemple simple :

Exemple 9.8. Supposons que 1’on veuille calculer 1.998*.

Ecrivons 1.998* = £(1.998), ot f(z) = x*. Ce que I’on aimerait faire est donc d’esti-
mer la valeur de f en un point z = 1.998 qui est proche de z( = 2.

x A Vordre zéro,
1.998" = £(1.998) ~ f(2) = 2" = 16.

* Au premier ordre,

1.998" = £(1.998) ~ £(2) + f(2)(1.998 — 2)
=2 +4-2%(1.998 — 2)
= 15.936
Sachant que la vraie valeur est 1.998* = 15.9360959..., I'approximation a 1’ordre
zéro représente donc une erreur d’environ 0.4%, alors que celle du premier ordre,

moins de 0.001%!

Nous verrons plus tard comment aller au-dela de 'approximation linéaire, lorsque
nous calculerons des développements limités.

9.3 Regles de dérivation

Rigls du dirivabion
Soiead 8,9 dinvables an Toe R. Alors

@ ¥constauh Ae R (238)'(x) = A flxay

(x)

Q4
® (J o Yaag $egle) g go)

3u,)‘
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9.3. Regles de dérivation

(ici, Video: v_derivee_regles.mp4)

Pour l'instant, la dérivée associe a une fonction f et un point z, le nombre f'(z). Si
on sait calculer la dérivée en chaque point o du domaine de f, la dérivée devient une
nouvelle fonction,

!/
XTo — f (Qfo) ,
et comme on aimerait plutot voir z, comme un variable, on écrira plutot
r— f(x).

On dira que f, définie sur un ouvert, est dérivable si elle est dérivable en tout point z,
de son ensemble de définition, et donc si sa dérivée f’ est définie en tout point de cet
ouvert.

Exemple 9.9. La fonction f(z) := z? est dérivable sur R, et sa dérivée est donnée
par f'(x) = 2z. En effet, pour un z, € R fixé,

fao) = lim, h
— im (x% + 2z0h + h?) — x%
h—0 h

= }lg%@xo +h)

:2ZEO.

Voir la sécante

f(zo) /

9.3.1 Sommes et produits

Pour commencer, montrons que si deux fonctions sont dérivables en un point, alors
leur somme et leur produit le sont aussi, et donnons les expressions des dérivées de
ces fonctions :
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9.3. Regles de dérivation

Proposition 9.1. Soient f, g dérivables en un point z,. Alors la somme et le pro-
duit de f et g sont dérivables en z, et

1) (f +9)(wo) = f'(x0) + g'(x0)
2) (f-9) (o) = f'(x0)g(w0) + f(0)g' (o)

La deuxieme propriété implique en particulier que pour toute constante C,

(Cf(x)) =Cf'(x).

En effet, la dérivée d’une fonction constante est nulle : ¢’ = 0.

Preuve: En écrivant la définition de la dérivée de f + g en z( et en réarrangeant un peu les
termes,

(f 4+ 9)'(z0) = lim (f +9)(x) — (f +9)(w0)

T—x0 T — X
— i J@) +9(2) — f(o) — g(x0)
T—x0 T — X
_ i L @) = (o) | g(2) — g(x0)
-l T )

= f(x0) + ¢'(z0) -

Cette derniére montre que f + g est dérivable en o, et que sa dérivée en ce point vaut f'(x¢) +
g'(x0). Par définition, la dérivée de f - g en z( est

(F g (o) = tim L 9@ = (/- 9)(@o)

T—T0 T — T
_ iy J@)9(@) — f(z0)g(20)
T—T0 xr — :EO

En insérant + f(z()g(z) au numérateur, et en réarrangeant 1’expression obtenue,

f(x)g(z) — f(x0)g(0)
T — X

f(x)g(x) — f(x0)g(x) + f(w0)g(z) — f(x0)g(T0)

r — X0
= HOZTE0) o) ) B 0000)
0 ~—~ T — o
" g(x0) /
—f"(z0) —g'(z0)

Dans cette derniere ligne, on a utilisé le fait que f et g sont toutes deux dérivables en xy. On a
également utilisé le fait suivant : puisque g est dérivable en z, elle est continue en ce point, et
donc limy 4, g(x) = g(zo)- O

9.3.2 Composées et quotients

Rappelons que la composée de deux fonctions f et g, lorsqu’elle est bien définie, est

donnée par (f o g)(z) := f(g(x)).
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9.3. Regles de dérivation

Proposition 9.2. Soit g dérivable au point =, et f dérivable au point a = g(xy).
Alors f o g est dérivable au point z, et

(f © 9)'(w0) = f'(9(20))g' (o)

Preuve: Etudions

(000 = tig L0011 Flglan)

* Puisque g est dérivable en z, il existe une fonction r,, telle que

9(zo + 1) = g(zo) + (9'(z0) + ray (1))
=a =H

Remarquons que H — 0 lorsque h — 0.

* Puis, comme f est dérivable en g, il existe une fonction 7, (H ) telle que
fla+H) = f(a) + (f'(a) +7a(H))H .
On a donc

flg(zo+h)) = fla+ H) = f(a) + (f'(a) + Fa(H))H
= f(g(x0)) + f'(g(x0)) H + Fa(H)H ,

ce qui permet d’écrire

(f(g(zo +h)) — flg(x0)) _

Mais lorsque h — 0, 7o (H) — 0 et r5,(h) — 0, et donc

}llli% (f(g(wo + hiL) — f(g(w0)) _ f’(g(:co))g'(wo),

ce qu’on voulait démontrer. O

Comme conséquence, on peut maintenant dériver d’autres types de fonctions, comme
des quotients :

Proposition 9.3. Soient f, g dérivables en . Si g(x¢) # 0, alors % est dérivable en
o, et

(5)’(%) _ f'(0)g(wo) — f(x0)g' (w0) .

9(w0)?

Preuve: On commence par utiliser la régle de dérivation d"une composée pour dériver I'inverse

degenxg:
0 (1),(1‘0) _ _g@)
g g(zo)?
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9.4. Dérivées des fonctions élémentaires

On voit ensuite le quotient comme un produit, on dérive ce produit, et on met tout le monde
au méme dénominateur :

(1) w0 = (£ 5) @) = @) s + 5w (5) (oo
ey L (29 @)
= 7)o + @) (L7 57)
_ f'(z0)g(x0) — f(20)g' (x0)
9(x0)?

On verra comment obtenir une formule pour (f(x)?®)’ dans la section suivante.

9.4 Deérivées des fonctions élémentaires

Py =l SlEeth)= Sz
7 e h

|

= lim
heo

{sm(x.) sth=t | silh) )
h h

h=o

‘ cos(h =1 _ A
im 2802 ine 2o i
o h /

(ici, Video: v_derivee_fondamentales.mp4)

Les regles de dérivation vues dans la section précédente permettent de calculer, en
principe, la dérivée de n'importe quelle fonction, tant que celle-ci est obtenue par com-
binaisons (sommes ou différences, produits ou quotients, composées) d’autres fonc-
tions plus simples que 'on sait déja dériver. Il est donc important de connaitre les
dérivées des fonctions élémentaires.

Ci-dessous, (...)" indique la dérivation par rapport a la variable z.

Pour toutn € N,

n—1

(™) = nx

Preuve: On démontre la formule par récurrence sur n. La formule est valide pourn = letn = 2
(voir plus haut). Si on suppose la formule valide pour n, alors par la régle de dérivation d'un
produit,

(" =(z- 2™ =1-2"+x-nz" L = (n+1)z".
U
(sinz) = cosx.
Preuve: Montrons que
. B) — i
}Lig% sin(xg + })L sin(z) — cos(zo).
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9.4. Dérivées des fonctions élémentaires

En utilisant la formule de trigonométrie pour le sinus d'une somme,
sin(a + ) = sin(a) cos(B) + cos(a) sin(f),
on peut écrire

sin(xg + h) —sin(zg) (sin(wo) cos(h) + cos(zo) sin(h)) — sin(z)

h
h)—1 sin(h
= sin(xo) cos(h) + sin(h) cos(zo)
—_————  ——
—0 —1
Dans la derniere ligne, on a fait
. cos(h)—1 . cos(h)—1 1
lim 2= = Jim A = = 0. (—4) =
B0 h ) h h?2 0-(=3)=0
O
(cosx) = —sinz.

Preuve: On utilise le fait que cos(z) = sin(5 — ), etla formule pour la dérivée d"une composée :

(cos(x))" = (sin(3 — z))’

=cos(§ —z)- (5 —x)

= sin(x) - (—1)
O
1
tanz) =1+ tan’z = :
(tanx) + tan” z cos(1)?
Preuve: Par la formule pour la dérivée d'un quotient,
,  (sin(z)\’  cos(z)? + sin(z)?
(tan(z))" = <cos(a:)> N cos(z)?
O

1
(logz) ==, x>0.
T
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9.4. Dérivées des fonctions élémentaires

Preuwve: On calcule, pour tout z > 0,

(log(x))’ = lim 108 1) — log(2)

h—0 h
log(2(1+ £)) — log(x)
= lim
h—0 h
. (log(x) +log(1 + %)) — log()
= lim
h—0 h
o log(1+ ﬁ)
= lim z
h—0 h
1 . log(l + 5)
= {lm I }
_ l{lim log(1+1t) }
x t—=0 t
_1
o

Dans l'avant-derniére ligne, on a posé ¢t = %, et utilisé le fait que si h — 0, alors ¢ — 0. On a

ensuite utilisé lim;_,q M = 1, que nous avons étudiée ici (lien!). O
(ezp)/ — e:v
Preuve:
z+h x
—e
() = lim
h—0 h
. et — e
= lim
h—0 h
h
et =1
=e*< lim
h—0 h
prnd eCC
Voir les commentaires sur blackpenredpen. O

Preuve: En exponentiant, a = elog(a)

(am)/ _ (6mlog(a))l

— log(a)ex log(a)

1

(log, ()" = 21og(a)
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9.4. Dérivées des fonctions élémentaires

Preuve: Par la formule du changement de base pour le logarithme,

(g, (@) = ((BD) = T (log(a)) = o+

log(a)/ ~ log(a) ~ log(a)
O
Pour tout a € R,
(%) =z, >0
Preuve: En exponentiant, z = elos(@) (1 > ),
(2®) = (e log(x))’ = e*log(@) (alog(r)) = :co‘% = aqz® !
O

Pour finir, étudions la dérivation des fonctions du type “ f(z)9®)”. Pour commencer, il
faut noter que de telles fonctions sont bien définies uniquement lorsque f(z) > 0. Dans
ce cas, puisque f(z) > 0, son logarithme est bien défini et on peut 'exponentier

f(x) = elos(f(@))
Ce qui motive la définition suivante :

F(2)9@) = 9@ ox( @)

Si on veut dériver une telle fonction, on devra donc s’assurer que f(z) > 0 dans le
voisinage du point considéré. On pourra alors appliquer les régles de dérivation dé-
montrées plus haut, ainsi que les dérivées de I'exponentielle et du logarithme, pour
calculer :

(eg(z) log(f(m))>/ — 9@ log(f(m))(g(x) log(f(x)))/

/ g(l’) ! g(z) log(f(x
= (@) log( (&) + 3£/ e ost )

Exemple 9.10. Considérons, pour z > 0, la fonction
h(z) = 2% .

Remarquons que h(x) n’est ni de la forme 2%, ni de la forme a”, mais bien du type
f(2)9@®), on doit donc la considérer comme définie a I’aide d’une exponentiation :

h(zx) = e®loe(®)
On la dérive alors sur R’ en utilisant les régles de dérivation :

h,(fL’) _ (eaclog(ac))/ _ 6;vlogx(l, 1ng)/
(log(x) + x%)exlogm
(log(x) + 1)x”™.
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9.5. Dérivée d"une fonction réciproque

9.5 Dérivée d'une fonction réciproque

Théoréeme 9.2. Soit I = ]a,b[ un intervalle ouvert, et f : I — F une fonction
bijective (en particulier, ' = Im(f)), dont la réciproque est notée f~* : F' — I. Soit
encore xy € I.Si f est dérivable en z, et si f'(z) # 0, alors f~! est dérivable en
Yo = f(zo), et

1 1

U)0) = Ty = F o)

Avant de donner la preuve, donnons une explication graphique de la formule énoncée

dans le théoréme : .

FF o))
Pour commencer, rappelons que le graphe de la fonction réciproque f~' du graphe de
[ atravers la diagonale (pour ce rappel, voir ici (lien!)) :

(f ) (o) =

Or la réflexion d’une droite de pente m # 0 a travers la diagonale est une droite de
pente 1. On s’attend donc a ce que la dérivée de f~! au point (yo,z,) soit égale a
I'inverse de la dérivée de f au point (x¢, yo) :

Preuve: Pour étudier la dérivée de la réciproque f~! au point yo = f(z0), on consideére le
quotient est

) =~ (wo)
Y=Y
Comme f est bijective, on peut associer a tout y proche de y son unique préimage, z = f~!(y).
Clairement, y — yo implique = — x¢. On peut donc récrire la limite

7' y) = ') _ 1 1

_ - Y=y = f(x)—f(zo) ~
Yy~ e ey SRR i_xé a

Puisque f'(zo) # 0, le dénominateur de cette derniére fraction est non nul dés que z est suffi-
samment proche de xy, c’est-a-dire lorsque y est suffisamment proche de yp.
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9.5. Dérivée d"une fonction réciproque

Maintenant, en prenant la limite,

—1( _ f—1
: y)— (o) _ 1
T T A Faen
T—x0
1
f'(o)

O

Informel 9.2. Pour se souvenir de la formule, on peut partir de la relation qui
détinit la fonction réciproque

f(f7' W)=y WyeF.

Puis, en supposant que la réciproque est dérivable, dériver par rapport a y des deux
cotés. Du coté gauche, on dérive une composée, donc

FU U () =1.

On retrouve donc bien

Exemple 9.11. Supposons qu’on connait (e*)’ = e* mais qu’on ne sait plus dériver
log(z). Comme elles sont réciproques 1'une de l'autre, que f(x) = e* est dérivable
partout et que sa dérivée n’est jamais nulle, on a

elos(y) — Y,

que 'on dérive par rapport a y,

€5 (log(y)) =1

=y

On retrouve alors . 1
log(y)) = ~.
(log(y)) y

Dérivons maintenant les réciproques des fonctions trigonométriques.
Exemple 9.12. Rappelons que la réciproque du sinus est

arcsin : [—1,1] — [-5, 5]

x +— arcsin(z)

Par définition,
y =sin(arcsin(y)) Yy € [-1,1]
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9.5. Dérivée d"une fonction réciproque

, le théoréeme garantit
r rapport a y des deux

Puisque la dérivée du sinus ne s’annule nulle part sur | - 7,
que arcsin est dérivable sur | — 1, 1[. En prenant la dérivée
cOtés de cette derniere identité :siy €] — 1,1],

us
2
a

1= (sin(arcsin(y)))/ = cos(arcsin(y))(arcsin(y))" .

Comme l'angle arcsin(y) €] — 7, 5[, son cosinus est positif, et donc

cos(arcsin(y)) = /1 — sin(arcsin(y))? = /1 — 2.

On a donc

(arcsin(y)) = —— Vy el —1,1]

SN J

+1

SR

Exemple 9.13. Rappelons que la réciproque du cosinus est

arccos : [—1,1] — [0, 7]
x > arccos(r)
Par définition,
y = cos(arccos(y)) Vy € [-1,1]

Puisque la dérivée du cosinus ne s’annule nulle part sur |0, |, le théoréme garantit
que arccos est dérivable sur | — 1, 1[. On calcule sa dérivée en prenant la dérivée par
rapport a y des deux cotés de cette derniere identité :siy €] — 1, 1],

1= (cos(arccos(y)))/ = —sin(arccos(y))(arccos(y))’ .

Comme l’angle arccos(y) €0, 7[, son sinus est positif, et donc

sin(arccos(y)) = v/1 — cos(arccos(y))2 = /1 — 2.
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9.5. Dérivée d"une fonction réciproque

On a donc
-1
(arccos(y)) = ——— Vy el —1,1]

1—9?
2
[ Y

[ ]
-1 £ +1

Exemple 9.14. Rappelons que la réciproque de la tangente est
arctan : R —] — 7, 7
x — arctan(z)

Par définition,
y = tan(arctan(y)) Vy e R

T T

Comme la dérivée de la tangente ne s’annulle nulle part sur | — 7, 7[, arctan est
dérivable partout sur R. En dérivant rapport a y des deux cotés de cette derniere
identité,

1= (tan(arctan(y)))/
= (1 + tan*(arctan(y)))(arctan(y))’
= (1+y?)(arctan(y))".
On a donc
(arctan(y)) = . Jr1y2 Vy e R.
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9.6. Dérivées latérales

9.6 Dérivées latérales

Pour parler de la dérivabilité d’une fonction en un point z, il faut que cette fonction
soit définie dans un voisinage épointé de x,. Ceci signifie en particulier que f doit étre
définie des deux cotés de x.

Si f n’est définie que d"un c6té de z, on peut tout de méme introduire une notion de
dérivée latérale :

Définition 9.2. Soit 2y € R.

* Soit f définie en z( et dans un voisinage a gauche. On dit que f est dérivable
a gauche en z si le nombre f’ (z() défini par la limite

£ (o) = Tim 1@ = f(@0)

T—=T( T — X

existe (et est fini). On appelle f’ (x() la dérivée a gauche en x.
x Soit f définie en z et dans un voisinage a droite. On dit que f est dérivable
a droite en z, si le nombre f’ (x() défini par la limite

f(z) — f(wo)

z—mg' r — X

existe (et est fini). On appelle f’ (z() la dérivée a droite en x.

Observons que la dérivabilité a gauche (resp. a droite) en z, implique qu'il existe une
droite tangente a gauche (resp. a droite) au point (¢, f(xo)).

I1 peut donc exister des fonctions qui peuvent étre dérivables a gauche ou a droite en
un point, mais sans étre dérivable en ce point.

Exemple 9.15. On sait que f(z) = |z| n’est pas dérivable en zp = 0:
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9.6. Dérivées latérales

L’existence et 'égalité des dérivées latérales en un point entraine la dérivabilité en ce
point :

Théoreme 9.3. f est dérivable en z si et seulement si f’ (z) et f’ (x¢) existent et
sont égales (et dans ce cas, f'(zo) = f' (z0) = f(20)).

Preuve: Par définition,

N e
I~ (xO) B xgxa r—To ’
f(z) = f(xo)

fi(zg) = lim ——~—"4,
+( ) x%xar T — o

Donc ces deux limites existent et sont égales si et seulement si

i L) = £0)

T—ITQ T — X

existe et prend la méme valeur. O

Informel 9.3. Donc si les dérivées latérales existent et sont égales, la fonction est
dérivable (image de gauche ci-dessous), et si les dérivées latérales existent toutes
les deux mais que leurs valeurs sont différentes, alors la fonction n’est pas déri-
vable, et son graphe fait un “coude” au point z, (image de droite ci-dessous) :

-f."x-.) j
o 1)
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9.6. Dérivées latérales

9.6.1 Fonctions définies par morceaux

Soient f, g deux fonctions définies sur toute la droite, et z, € R. Considérons la fonction
[ suivante, définie par morceaux :

o) = {g(:v) siz < a,,

h(z) sixz > x,.

Si f est continue en z,, on pourra tester la dérivabilité de f en z,, par le théoreme
précédent, en calculant les dérivées latérales de f en z,, et en vérifiant qu’elle sont
égales.

Exemple 9.16. Etudions la dérivabilité de

x) =3 —a? siz <1,
flz) = 9(x) o .
hz)=a’—-32*4+4 siz>1

au point z, = 1. Remarquons que f est continue en ce point puisque

lim f(z) = lim g(z) =2 = lim h(x) = lim f(x),

T—1— z—1— z—1t z—1t

qui est également égale a f(1) = 2.

Pour tester la dérivabilité,

(1) = lim

Comme [’ (1) # f1.(1), f n’est pas dérivable en 1.
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Exemple 9.17. Soit

£ 2> 4+ar+1 siz<0,
X =
sin(2x) +b siz>0.

Remarquons qu’en dehors de 0, f est partout dérivable, quelles que soient les va-
leurs de a et b. Déterminons les parametres a, b de maniére a ce que f soit dérivable
en zg = 0.

Pour étre dérivable en 0, il faut d"abord que f soit continue en 0. Commencons donc
par assurer que f est continue en 0. Pour cela, remarquons que f(0) = sin(2-0)+b =
b,

lim f(z) = lim (sin(2z) +b) =D,

z—07t z—07F
et
lim f(z) = lim (2> +az +1)=1.

x—0— z—0~

Pour avoir la continuité en 0, on doit donc imposer b = 1.

Passons a la dérivabilité en 0. Puisqu’on peut dorénavant considérer que b = 1, on
calcule d’abord

Ly — pie 1) = F(0)
J2(0) = hlirg{ h
2 _
~ lim (h*+ah+1)—1
h—0~ h
= hlg(r)1_(a+h) =a,
puis
! T f(h) B f(())
10 =y S IE
~ m (sin(2h) +1) — 1 lim sin(2h) _5
h—0+ h h—0+

Comme f est dérivable en 0 si et seulement si f’ (0) = f% (0), la seule possibilité est
d’imposer a = 2.
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9.7. Dérivées d’ordres supérieurs

droite |_|dérivée

il

f(z) — £(0)

T —

réponse = 0.0364

9.7 Dérivées d’ordres supérieurs

On verra, plus tard, que les dérivées d’ordre supérieur d'une fonction jouent un role
important dans ’analyse fine de cette fonction au voisinage d'un point (voir en parti-
culier la Formule de Taylor).

Soit f : I — R, dérivable en chaque point de l'intervalle ouvert /. On note sa dérivée,
qui est la premiere dérivée,

=g
Ensuite, si f!) : I — R est elle-méme dérivable, on dit que f est deux fois dérivable
sur /, et on note sa deuxiéme dérivée comme suit :

£ = (1)

Aussi, pour k > 2, sila (k — 1)-éme dérivée f*~1) : I — R existe et est dérivable sur I,
on dit que f est k fois dérivable sur I, et on note sa k-éme dérivée comme suit :

f(k) — (f(k—l))/ )

Remarquons que si f*) existe, cela entraine que f*~1) est dérivable, et donc en parti-
culier continue.

Exemple 9.18. Si f(x) = z™, olt m est un entier positif, alors

=
2

—

B
|

=m(m—1)(m—2)---3-2-1=ml.

Puisque f(™ est une fonction constante, les dérivées d’ordre supérieur a m sont
toutes nulles : pour tout £ > m,

f®(z)=0 VzeR.
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9.8. Fonctions contintiment dérivables

Exemple 9.19. Si f(x) = sin(wz), olt w est une constante. On a
f'(x) = wcos(wz)
() = —w?sin(wz)

O (x) = —w? cos(wz)

On peut écrire explicitement la k-éme dérivée, comme une fonction de k. En effet,
en utilisant les relations

sin(z + ) = cos(z) ,

sin(z 4+ m) = —sin(z),

ona
f®)(x) = Wk sin(wz + k%) .

Remarque 9.3. On ne peut pas toujours exprimer une grande dérivée aussi ex-
plicitement en fonction de %!

9.8 Fonctions continiiment dérivables

Dip:| 8T — 0 et coinumadd divivable 55 el et
Sivvable. sor T (c-3-d. $(x) extste ¥xeT),
oF s de pus, T —R et codinue

Notako: CA(T) = {; I-R, w.mmuu;mu‘}

(ici, Video: v_derivee_C1.mp4)

Soit I C R un intervalle ouvert.

Un premier niveau de régularité que I’on a rencontré, pour une fonction f : I — R, est
celui de continuité. Ensuite, on a vu que la dérivabilité est un niveau de régularité plus
fort (dans le sens ou toute fonction dérivable est continue).

Il est naturel d’introduire un niveau de régularité encore supérieur, plus fort que la
dérivabilité, en exigeant que la dérivée soit elle-méme continue :

Définition 9.3. Soit f : ] — R, dérivable en tout point de 7. Si f' : I — R est
continue, on dit que f est contintiment dérivable sur /. On note C'(I) I'ensemble
des fonctions continiment dérivables sur /.
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9.8. Fonctions contintiment dérivables

Exemple 9.20. Sur I = R, considérons f(x) = z?sin(z). Puisque f est un produit
d’un polyndme (dérivable) par un sinus (dérivable aussi), elle est dérivable. De
plus,

f'(z) = 2z sin(x) + 2% cos(x) .
Comme f’ est une combinaison linéaire de produits de polyndmes par des sinus et
cosinus, elle est elle-méme continue. On en déduit que f est continliment dérivable
surR: f € CY(R).

Exemple 9.21. Sur |0, 1], considérons f(z) = 1. Alors f est dérivable sur |0, 1] et
sa dérivée est donnée par

Comme f’ est aussi continue sur |0, 1], ceci implique que f est contintiment déri-
vable sur |0,1[: f € C*(]0, 1]).

Les polynomes, les fonctions trigonométriques, etc. sont des fonctions continiment
dérivables sur leur ensemble de définition.

Bien-stir, une fonction qui n’est pas dérivable en un point n’est pas continiment déri-
vable. Mais il est aussi possible qu’une fonction soit dérivable partout, sans étre conti-
niment dérivable :

Exemple 9.22. Soit

> (1 .
o) = +€sm(5> siz#0

siz=0.

S YIRS

On remarque que f est continue en tout point, en particulier en 0 puisque

lim f(x) =0= f(0).

z—0

Ensuite, f est dérivable en tout point x # 0. Sur R*, sa dérivée se calcule a 1'aide
des regles de dérivation :

+2x (1 1 1
—sin|— | —= -]
7 sin | — 7 cos | —
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9.8. Fonctions contintiment dérivables

Ensuite, f est aussi dérivable en 0, puisque

i (L (M) 2
o\ Ty L)) T

Donc f est dérivable sur tout R.

Testons maintenant la continuité de f'. Clairement, f’ est continue sur R*, puisque
par l'expression ci-dessus ce n’est qu'une combinaison de fonctions continues :

1 2 1 1 1
f(x) = g+ %sin (E) — ¢ cos (E) .
Pourtant, on remarque que lorsque  — 0, f’(z) n’a pas de limite, ce qui est dti a la
présence de  cos(1). Ce terme n’ayant pas de limite en 0, f' n’est pas continue en 0.

Ceci fait de f une fonction qui est dérivable sur R, mais pas continiment dérivable.

droite
dérivée

9.8.1 Fonctions k fois contintiiment dérivables

Définition 9.4. C*(I) désigne I'ensemble des fonctions f : I — R, k fois déri-
vables, telles que fV), ..., f(®) existent et sont continues sur /. On dit qu'une telle
fonction est de classe C* (sur ).

Informel 9.4. Plus 'indice k est grand, plus une fonction f € C* est réguliere.

Remarquons que si f est k -+ 1 fois dérivable sur I, alors elle est de classe C*. On a donc
les inclusions suivantes :

Ol(I) 302(1) DEEEED) Ck<[) DckJrl([) S5,
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9.8. Fonctions contintiment dérivables

1)

cCHD
C3(I)

Exemple 9.23. Considérons f : R — R définie par f(z) = ¢”. Alors
fO@) =)= V)= = fBa)=-. . =€,

donc f € C*(R) pour tout k > 1.

Exemple 9.24. Considérons f : R — R définie par

+2? siz >0,
:L‘ =
/() {—:c2 siz<0.

Montrons que f € C'(R). D’abord, f est clairement dérivable en tout point z,. En
effet, siz > 0 alors f'(z) = (2?)' = 2z, etsixz < O alors f'(x) = (—2?) = —2z. Il faut
maintenant considérer xy = 0. Par un calcul direct,

PR () Rt A () T U
+0) hlg(g{r h B hli{{)l+ o
2
12(0) = hh%l— J(R) ; 1(0) = hh%l_ = =0

Donc f'(0) = 0. Ainsi, f est dérivable partout, et on peut écrire sa dérivée

+2x siz >0,
f(x)=<X0 six =0,
—2r six<O0.

Plus simplement :
f'(x) = 2|z| Vr eR.

Compilation: 2026-09-07 12:47:07+02:00. Version Web: https://botafogo.epfl.ch/analyse-1-flipped


https://botafogo.epfl.ch/analyse-1-flipped

9.9. Extréma locaux et le Théoréme de Rolle

Puisque = — |z| est continue sur R, on en déduit que f’ est continue sur R, ce qui
implique que f € C*'(R). Mais comme f’ n’est pas dérivable en 0, on a aussi que

f ¢ C*(R).

9.9 Extréma locaux et le Théoréme de Rolle

On a défini ici (lien!) la notion de maximum/minimum global pour une fonction réelle
f:D—R.

Définition 9.5. Soit f définie en z( et dans son voisinage. On dit que

% f possede un maximum local en 7, si il existe § > 0 tel que
f(@) < flxo) VY €]wo — 0,30 + 0.
* [ posséde un minimum local en z si il existe § > 0 tel que

f(z) = f(xo) Vz €]zg— 05,20+ 0].

max. sbhd

Bien-stir, un maximum/minimum global est aussi local.

Le point de départ de cette section est le résultat suivant. Il suggere que la dérivée peut
s’avérer étre un outil pour la recherche de minimums/maximums :
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9.9. Extréma locaux et le Théoréme de Rolle

Lemme 9.2. Soit f définie en z, et dans son voisinage. Si f posseéde un mini-
mum/maximum local en x, et si f est dérivable en z, alors

f/(l'o) = 0 5

Preuve: Supposons que f possede un maximum local en z( : 3§ > 0 tel que f(z) < f(xo) pour
toutz € I :=Jxg — 6,0 + 0.

* Sixz € I, z > zp, on a toujours f(z) — f(zo) < 0 puisque zg est un maximum local, et
donc aussi (puisque  — z9 > 0)

f(@) — f(o)

r — o

<0

v

En prenant x — ajar , cela donne

Fan) — i T8I0

x—mg T — o

<0.

* En procédant de méme pour un =z < zg, on
E dant d < T,

f(@) = f(z0)

207
Tr — X

et donc en prenant x — z;, on montre que f’(zo) > 0

)
Puisque f est dérivable en zg, on doit avoir f'(zg) = fi(z0) = f.(x0), et puisque ce nombre
estalafois<<Oet>0,ona f'(z) =0. O

L'affirmation réciproque n’est pas vraie : si f est dérivable en z; et si f'(z) = 0, cela
n’implique pas que f possede un minimum ou un maximum local en z !

Exemple 9.25. Prendre par exemple f(z) = 2® au point 7o = 0 :

33

|
/‘ plto) = 0

Comme f'(z) = 32% on a f'(0) = 0, bien que 0 ne soit ni un minimum ni un
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9.9. Extréma locaux et le Théoréme de Rolle

maximum local.

Théoréme 9.4 [Théoreme de Rolle]. Soit f : [a,b] — R continue, dérivable sur
Ja,b]. Si f(a) = f(b), alors il existe ¢ €]a, 0] tel que

f'(e)=0.

Preuve: Si f est constante, f(a) = f(z) = f(b) pour tout z €]a, b[, sa dérivée est nulle et donc
on peut prendre n'importe quel point ¢ €]a, b|, et avoir f'(c) = 0.

Supposons donc que f n’est pas constante. Comme f est continue sur l'intervalle compacte
[a, b], elle atteint son maximum en un point z* € [a, b], et son minimum en un point z, € [a, b].
Comme f n’est pas constante, au moins un de ces points se trouve strictement a 1'intérieur de
l'intervalle. Supposons que c’est 2* €Ja, b[. Comme z* est un maximum global, c’est aussi un
maximum local, et par le lemme précédent f'(z*) = 0. O

L’interprétation géométrique du Théoréme de Rolle est claire : si le graphe d"une fonc-
tion lisse (continue et dérivable) part d'un point A = (a, f(a)) et arrive en un point
B = (b, f(b)) qui est a la méme hauteur que A, alors il existe au moins un point de son
graphe ot la droite tangente est horizontale :

ce
X
o™

Exemple 9.26. Soit f : [0, 1] — R, définie par
f(z) := sin(7z?) cos(x).

Comme f est continue et dérivable, et comme f(0) = f(1) = 0, il existe ¢ €]0, 1] tel
que f'(c) = 0.

Compilation: 2026-09-07 12:47:07+02:00. Version Web: https://botafogo.epfl.ch/analyse-1-flipped


https://botafogo.epfl.ch/analyse-1-flipped

9.9. Extréma locaux et le Théoréme de Rolle

Dans ce cas, c est solution de 1’équation non-linéaire
2mccos(mc?) cos(c) — sin(wc?) sin(e) = 0,

et ne peut pas étre donné explicitement.

Parfois, le point ¢ peut se calculer explicitement :
Exemple 9.27. Soit f : [-1,0] — R définie par
flx) =2 +2.

Ona f(—1) = f(0) = 0, et donc par le Théoreme de Rolle il existe ¢ €] — 1, 0[ tel que
f'le)=0

$ix)

-4 [

De plus, comme f'(z) = 42° + 1, 0n a

1
f’(c):0<:>403+1:0<:>c:—31.

Bien-stir, si une des conditions du théoréme n’est pas vérifiée, la conclusion du théo-
réme n’est plus garantie (en général).

Exemple 9.28. Soit f : [0,2] — R, définie par

flz) = |z —1].

Ici f(0) = f(2) = 1, mais il n’existe aucun ¢ €]0, 2] tel que f'(c) = 0.

[ L

o [

Ce n’est pas une contradiction avec le Théoreme de Rolle, puisque f ne satisfait
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9.10. Le Théoréme des accroissements finis

pas aux hypotheses : elle est continue sur [0, 2], dérivable en tout point de |0, 2[ sauf
enr = 1.

9.10 Le Théoréeme des accroissements finis

2

Le résultat suivant, appelé Théoréme des Accroissements Finis (parfois abbrégé “TAF”
par la suite), est une généralisation du Théoréme de Rolle :

Théoreme 9.5. Soit f continue sur [a, b], dérivable sur |a, b] . Alors il existe ¢ €]a, b]

tel que
£0) = fla)

file) ==

Preuve: Définissons

g(z) = f(z) — fla) - ﬁ(ﬁ —a)
Cette fonction est continue sur [a, b], dérivable sur |a, b|, et g(a) = g(b) = 0. Par le Théoreme de
Rolle, il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢'(c) = 0. Or
/ ! o f(b) — f(a)
g@)= @) - T
donc ¢/(c) = 0 est équivalenta f/(c) = £ (bg: a(“). O
Le quotient
f(b) — f(a)
b—a

représente la pente du segment qui relie le point A = (a, f(a)) au point B = (b, f(b)).
Donc l'interprétation géométrique du théoréme des accroissements finis est la sui-
vante : si le graphe d'une fonction lisse part d'un point A et arrive a un point 5, il
doit exister au moins un point de son graphe ou la droite tangente est parallele au
segment AD :

Segment AB

dérivée

Se
=e
o®
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9.10. Le Théoréme des accroissements finis

9.10.1 Conséquence 1: Variation de f et signe de f’

(ici, Video: v_derivee_vs_variation.mp4)

Proposition 9.4. Soit f : [a,b] — R, continue, dérivable sur |a, b[. Alors
1) f est croissante sur [a,b] < f'(x) > 0 pour tout = €a, b|.
2) f est décroissante sur [a,b] < f'(x) < 0 pour tout = €|a, b].

Preuve: Supposons que f est croissante sur [a,b]. Considérons un point = €la, b[ quelconque.
Comme f est dérivable en z, sa dérivée est égale a sa dérivée latérale a droite :

)= o) = tim LI

Ce dernier quotient peut donc étre considéré pour des z > x, ce qui implique que le dénomina-
teur z — z > 0, et que le numérateur f(z) — f(x) > 0 (puisque f est supposée croissante). Donc
le quotient est > 0, et donc sa limite est aussi positive : f/(x) > 0.

Supposons maintenant que f/(x) > 0 pour tout z € [a, b]. Soient z1, x5 € [a,b], 1 < z2. On peut
appliquer le TAF sur [z, 9] : il existe ¢ €]z, z2[ tel que

f(z2) — f(x1)

To — X1

— f(¢) 0.

Comme z3 — 21 > 0, ceci implique f(x2) > f(z1). Puisque ceci vaut pour toute paire x1, x2
(avec z1 < x32), on a bien montré que f est croissante sur [a, b]. O

Remarque 9.4. On peut également montrer, sous les mémes hypotheses du théo-
reme, que

1) f'(x) > 0 pour tout = €]a,b] = f est strictement croissante sur [a, b|
2) f'(z) < 0 pour tout x €|a, b[ = f est strictement décroissante sur [a, 0]

Mais les réciproques de ces affirmations ne sont pas vraies! En effet, la fonction
f(x) = z? est strictement croissante, mais sa dérivée s’annule en 0.

Par la proposition ci-dessus, on peut étudier la variation dune fonction dérivable,
c’est-a-dire trouver les intervalles sur lesquels elle est croissante ou décroissante, sim-
plement en étudiant le signe de sa dérivée.

Exemple 9.29. Considérons f(z) = —%5, définie et dérivable sur tout R. On a

1+x27

1+ 22 n

z \  1+2—z(2z) 1-2?
o (1+a2)2 (1+22)%°

= (
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9.10. Le Théoréme des accroissements finis

Le signe de f’ permet ainsi de déterminer les intervalles sur lesquels f est crois-
sante ou décroissante :

St'r ‘t’: =
Varin"ﬁh : \ wnn /

En plus du fait que f(xz) — 0 lorsque © — oo, ces informations permettent déja
de produire une esquisse raisonnable du graphe :

. "'"'o asende |y
+

senes g hoee O +o=d e
|

dérivée

La proposition ci-dessus peut aussi s’utiliser pour démontrer des inégalités “univer-
selles” entre fonctions :

Exemple 9.30. Montrons que

‘em>1+x VreR.

Sion pose f(z) := e” — (1 + z), il s’agit donc de montrer que f(z) > 0 pour tout
x € R.Or

On conclut par la proposition que
* f est décroissante sur | — oo, 0], et donc f(z) > f(0) pour tout = < 0,
* f est croissante sur [0, +ool, et donc f(0) < f(z) pour tout z > 0,
Dans tous les cas, f(z) > f(0) = 0, ce qui démontre 1'inégalité voulue.

On remarque que y = 1 + x est 'équation de la droite tangente au graphe de
f(z) = €” au point (0,1). On a donc en démontré que le graphe de f est toujours
au-dessus de sa droite tangente :

Compilation: 2026-09-07 12:47:07+02:00. Version Web: https://botafogo.epfl.ch/analyse-1-flipped


https://botafogo.epfl.ch/analyse-1-flipped

9.10. Le Théoréme des accroissements finis

Exemple 9.31. On peut également montrer que

22
COS(ZL‘)ZI—? Ve e R.

9.10.2 Conséquence2:Les fonctions de dérivée nulle sont des constantes

Lemme 9.3. Soit f :]a,b|— R dérivable en tout point de |a,b[. Si f'(z) = 0 pour
tout x €la, b], alors f est constante.

Preuve: On montre que [ est constante en montrant qu’elle prend, en tout point x de l'inter-
valle, la méme valeur qu’en un point z fixé. Fixons donc z¢ €|a, b.

Prenons un autre point = €]a, b[. Supposons que = > x. Puisque f est dérivable sur ]a, b], elle
satisfait aux hypotheses du TAF sur [z, z] : il existe un point ¢ €]z, z[ tel que

f(=) = f(@o)

T — X0

=f'(c).

Mais comme f’(c) = 0, ceci implique que f(z) = f(zo).

Siz <z, on fait la méme chose sur [z, o). O

Remarque 9.5. Dans le lemme précédent, il est essentiel que le domaine de la
fonction soit un intervalle, pas juste un ouvert! En effet, on peut tres bien avoir une
fonction définie sur un domaine qui est une union de deux intervalles ouverts,
par exemple D =|0, 1[U]2, 3], dont la dérivée est nulle partout, mais qui n’est pas
constante :
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9.10. Le Théoréme des accroissements finis

. :
—° : :
X J : &
o 1 2 3

Comme conséquence du lemme, un résultat que 1’on utilisera plus tard dans le chapitre
sur l'intégration :
Lecon 19 (18 novembre)

Corollaire 9.1. Soient f, g : [a,b] — R continues et dérivables sur |a, b[. Si
f’(%) = gl(w) vz E]avb[’
alors il existe une constante C' telle que

flz)=g(x)+C Va €la, b|.

Preuve: Soit h(z) := f(x) — g(z). Puisque
B (z) = f'(x) — ¢ (x) =0 Vaz €la,b|,
le lemme précédent garantit qu’il existe une constante C telle que h(z) = C, et donc f(x) =

g(x) + C, pour tout = € [a, b]. O

9.10.3 Conséquence 3 : Dérivées latérales et limites de la dérivée

Proposition 9.5. Soit f : [a,b] — R continue, dérivable sur |a, b|.

1) Si lirn+ f'(z) existe et est finie, alors f est dérivable a droite en x = q, et
Tr—a

fi(a) = lim f'(z).

z—at

2) Si hIil f'(x) existe et est finie, alors f est dérivable & gauche en x = b, et
T—b~

f2(b) = lim f'(x).

T—b—

Preuve: Pour démontrer la premiere affirmation, calculons la dérivée a droite en a :
S T~ f@)
fila)= lm =
Appliquons le TAF sur [q, 2] : il existe ¢, €]a, 2| tel que

f(z) = f(a)

Z—a

= f,(CZ)-
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9.10. Le Théoréme des accroissements finis

Or ¢, — a™ lorsque z — a*, et donc

. f (Z) - f (a) . / . /
1 R L L) = 1 ,
coar  z—a Jim fez) = Hm_fi(e)
ce qu’on voulait démontrer. O

Cette derniére proposition est utile pour tester la dérivabilité d une fonction définie par
morceaux, au point de raccordement. En effet, soient g et i des fonctions dérivables, et

soit
gz sir < x,,
fla)= 490
h(z) siz>x,.
Supposons que f est continue en . (ce qui, ici, signifie que g(z.) = lim,_, + h(x)). Pour

vérifier si f est aussi dérivable en z,, on n’a a priori pas d’autre option que de calculer
ses dérivées latérales en z,,

f (@) = lm 289D _

/
Ty T — Ty —J- (ff*) ’
. h(z) —g(x.)
/ L) = 1 I A S
fi(zs) S, —

et de voir si elles sont égales : f’ (x,) < [ (x). Mais, puisque g (resp. h) est dérivable
en tout x < xz, (resp. z > z,) proche de z,, on peut éviter de passer par les dérivées
latérales.

%""" W ix)

poeossssesans ® &
e s o o o s cae=e

&
d
lad
¥
f
&

En effet, la proposition précédente garantit que f’ (z.) = f (z.) si

4
lim f'(z) = lim f'(x),

T—Ty Ty

c’est-a-dire si
lim ¢'(x) = lim h'(x).

T, xﬁlj
Exemple 9.32. Considérons la fonction suivante, déja rencontrée plus haut,

i 2> 4+ar+1 siz<O0,
X =
sin(2z) +b  siz >0,
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9.11. La régle de Bernoulli-1"'Hopital

et reposons la question : Est-il possible de choisir a et b de fagon a ce que f soit
dérivable en 0?

On a vu que la continuité en 0 est garantie en imposant b = 1. Par la remarque
ci-dessus, on peut garantir la dérivabilité en 0 en imposant

lim (2 1)" = lim (sin(2z) + b
xir(r)li(x + az + 1) xirgh(bm( x)+b),
c’est-a-dire

lim (224 a) = lim 2cos(2z),

z—0~ z—0t
ce qui donne a = 2.
9.10.4 Une généralisation du Théoreme des accroissements finis

Le Théoréeme de Rolle permet en fait de démontrer un résultat plus général que le
Théoreme des accroissements finis :

Théoreme 9.6. (Théoreme des Accroissements Finis généralisé (abbrégé “TAFG”)
par la suite) Soient f, g continues sur [a, b], dérivables sur |a, b|. Si g(a) # ¢(b), alors
il existe ¢ €|a, b| tel que

f(b) — f(a) /
f(c) = —=—%——+4(c).
9= g0 g’
Preuve: Puisqu’on suppose que g(b) — g(a) # 0, on peut définir
iy gy 1) = f(a) B
rle) = @) = fl0) = L () ~ gla)
Par les propriétés de fet g sur [a, b], r est continue sur [a, b], dérivable sur |a, b[, avec
/ _ pl _f(b>_f(a)/

De plus, on observe que r(a) = r(b) = 0. Donc, par le Théoreme de Rolle, il existe ¢ €]a, b tel
que r'(c) = 0. O

Remarque 9.6. En prenant g(z) = x, on voit que le TAF est un cas particulier du
TAFG.

9.11 Laregle de Bernoulli-l"'Hopital

(ici, Video: v_derivee_BH.mp4)
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9.11. La régle de Bernoulli-'Hopital

Nous allons voir maintenant un outil puissant qui, lorsqu’il est bien utilisé, permet
d’étudier des indéterminations qu’aucune des méthodes présentées jusqu’ici ne per-
mettait d’aborder.

Malgré tout, cet outil a un prix : il ne s’applique que dans certaines situations trés
particulieres (voir les hypotheses ci-dessous), et sa justification est délicate.

Théoréme 9.7. (Regle de Bernoulli-l'Hopital) Soient f,g :]a,b[— R dérivables ,
telles que

1) g(z) # 0 et ¢'(x) # 0 pour tout x €a, b|,

2) la limite
lim _f(x)
z—at g($)

“97 ou “E2”, ’est-a-dire que

est une indétermination du type “3 e

lim f(z)= lim g(z) =L,

z—at z—at

ou L € {0, +00, —o0}.
Si

.
it g'(x)

ou R est soit un réel, soit +o0o, soit —oo, alors

lim fz)

z—at g<$>

Le résultat ci-dessus reste valable si on remplace partout
* la limite z — o™ par z — b~, ou alors

* ]a,b] par |a, +oo] et la limite + — a* par z — 400, ou alors

* Ja, b[ par | — oo, b[ et la limite x — a* par x — —oc.

Preuve:
Commengons par traiter lecasott L = 0 et R € R.

Fixons un z €]a, b[ (que l'on fera ensuite — a™).

d

~ P
A

o — X b

Comme lim,_,,+ f(z) = lim, ,,+ g(x) = L = 0, on peut prolonger f et g par continuité a [a, z],
en posant f(a) := 0, g(a) := 0. Comme maintenant f et g sont continues sur [a, z| et dérivables
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9.11. La régle de Bernoulli-1"'Hopital

sur ]a,z[, on peut utiliser la généralisation du Théoreme des accroissements finis (fin de la
section précédente), pour garantir 1’existence d’un point ¢, €|a, z| tel que

f(x)_f<a) /C
a(@) —gla)? )

Ceci nous permet de récrire le quotient (puisque ni g ni ¢’ ne s’annulent dans |a, b)) :

f@)  fl@)-0 _ flz)—fla) _ flc)

g(z)  glx)—0  g(x)—gla) ¢'(cs)

Maintenant, prenons la limite + — a™. Comme a < ¢, < z,ona ¢, — a* lorsque z — a™, et

donc
lim f(@) = lim I'(ex) lim J'(x)

f(ez) =

r—at g(;r) r—at g’(cm) - r—at g’(x) =R
Passons maintenant au casou L = +oo et R € R.
On adonc lim,_,,+ f(z) = 400, lim,_,,+ g(x) = 400, et la limite
(=)
mlgg+ g(x)
est finje.
1
[ ]
[]
[ ]
]
' :
! ]
' . H
(] . .
. : H
r . >
o X x‘
En préparation, fixons a < z < xo < b et écrivons
f(z) flx)  flz) = f(xo)| , | f(x) — f(xo)
——~ —R| < — + - R
9() ’ ‘g(ﬂf) g(x) — g(z0) ) ‘ g(x) — g(z0) ’
f(xo)
< ‘f(m)’ i e +‘f(x)—f(aro) s
g9(z) 1- ?’f(f;)) g(z) — g(x0)
~—_—— _ -
o (@) Y (z)
Maintenant,
f(z) (z)
JANT) < |27
flx
<] 28— Rloa@) + 1Rl (@) + bife)
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9.11. La régle de Bernoulli-'Hopital

et on peut isoler ’M - R‘ dans cette derniere inégalité :
9(z)
f(z) . R’ < | R|@ay () + Yay (2) _
g(x) 1= u (7)
Voyons maintenant comment le c6té droit peut étre rendu arbitrairement petit en prenant x et
zo suffisamment proches de a. D’abord, appliquons le TAFG sur [z, zo] : il existe ¢; », €]z, x|
tel que

Yo () = (J;Eg_f(xo) —R‘ _ [ fleame) gl

— g(o) g/(cx,xo)
f'(x)

Par hypothese, {775 — R. Donc en fixant ¢ > 0, on peut prendre un o > a suffisamment

proche de a, de fagon a ce que pour tout a < < g, 0 < 9, () < e. Ensuite, remarquons qu’a
xo fixé, on a toujours lim,_,,+ ¢z, (z) = 0. On a donc

tim | _ R‘ <e
z—at g(:z:)
Comme ¢ > 0 est arbitraire, on a bien montré que
lim @ =R,
z—a™t g(x)
ce qu’'on voulait démontrer. O

La regle de BH, si elle s’applique de part et d’autre d'un point a, permet évidemment
de calculer des limites + — a :

Exemple 9.33. Etudions la limite
sin(z) —
ligg S2) — @
z—0 [L‘3
Clairement, f(z) = sin(z) — z et g(x) = z* satisfont aux hypotheéses du théoréme :
toutes deux sont dérivables dans un voisinage de # = 0, ni ¢ ni ¢’ ne s’annulent

dans un voisinage épointé de = = 0, et toutes deux tendent vers zéro lorsque z — 0.
On peut alors étudier la limite du quotient des dérivées :

/
lim f'(z) = lim
z—0 g’(x) z—0 3x2 6

cos(z) -1 1

Comme cette limite existe et est finie, on peut conclure par le théoréme que

Csin(r)—x o f@) o f@) 1
R PO T O

Informel 9.5. On n’utilise surtout pas la regle de BH pour calculer des limites
fondamentales, telles que

. sin(x)
lim

z—0 €T

=1 1l

En effet si on voulait utiliser BH pour cette limite, on devrait dériver le sinus :
(sin(z))" = cos(x). Or si on relit la preuve de comment on montre que la dérivée du
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9.11. La régle de Bernoulli-1"'Hopital

sinus c’est le cosinus, on se rend compte qu’elle repose sur la connaissance de ...

. sin(x)
hm‘r*)o I !

sin(x)

Donc la limite “lim,_, = 1” doit étre considérée comme fondamentale, calcu-
lée uniquement a partir de la définition de base du sinus, dans le cercle trigonomé-
trique.

Méme si elle est formulée pour des indéterminations qui concernent des quotients, la
regle de BH permet en fait de calculer des indéterminations de tous les types. Ceci
se fait en récrivant la fonction dont ont aimerait calculer la limite, de facon a y faire
apparaitre un quotient.

Exemple 9.34. (Une indétermination “0 - c0”)

1
log(z) BH =
lim xlog(z) = lim 1( ) = lim 5
z—07t z—0t = z—0t — =5
xX X
=—limaz=0
z—0*t

Remarquons qu’en fait, on n’a pas vraiment besoin de la réegle de Bernoulli-l"Hopital
pour cette limite. Avecy = 2

x’

1 log(X
lim 0g(2) = lim g<y) = — lim
z—01

—~

8 =
<
1
+
3
<
<
1
+
3
Neag

Exemple 9.35. (Une indétermination “1°°”)

. x z
lim ( ) .
x—+oo \ T + 2
Puisque %5 > 0 pour tout x suffisamment grand et positif, on peut exponentier :

(7)) =eo(re(; )

Comme l'exponentielle est continue, on pourra rentrer la limite (une fois qu’on
aura vérifié que la limite dans 1’exposant existe) :

. x r .
m1—1>£—noo(x + 2) B exp(xEToowlog(x + 2)>

Ftudions donc la limite & I'intérieur de I’exponentielle. En réarrangeant, on fait
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9.11. La régle de Bernoulli-'Hopital

A . 3 uQrr o,
apparaitre une limite “§” :

1 —1 2
lim xlog(i) = lim 0g(7) 10g(33 +2)
T—+00 x4+ 2 —+00 P
11
BE im = f+2
T—>+00 -2
2
=—2 lim = —

On a donc

i () = o0t

Informel 9.6. Avant de se lancer corps et ame dans 1'utilisation de la regle de
BH, on a tout intérét de s’arréter un moment et se demander si elle est vraiment
nécessaire, et surtout si ses hypothéses sont satisfaites...

Exemple 9.36. Considérons

(T (8
lim sin(z") cos(sin(z?)) .
z—0 ,7}7

Numérateur et dénominateur sont des fonctions dérivables , mais est-ce qu’on veut
vraiment se mettre a dériver le numérateur?

Or on voit que la composée cos(sin(z®)) a une limite qui vaut 1 (différente de zéro),
donc elle ne pose pas de probleme, on peut simplement la séparer du reste, puis
faire un changement de variable z = 27, pour obtenir

¢ - ¢
lim sin(e’) cos(sin(z”)) = (lim cos(sin(z%))) <lim sin(z )>
x—0 1'7 \xﬁO 5 x—0 1‘7
e}
i SR
z—0 z
Exemple 9.37. Considérons
(2
lim & + sin(z*)
Z—00 3z
Cette limite est de la forme lim,_, % et se calcule directement, en mettant en

évidence le terme dominant au numérateur,

T—00 3z T—00 3z T—00
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9.11. La régle de Bernoulli-1"'Hopital

Cette limite fournit un exemple de cas ott numérateur et dénominateur sont tous
f'(x)
g'(z)

les deux dérivables, mais le quotient n’a pas de limite puisque

f'(z) 142 cos(z?)
g'(z) 3 ’

qui n’a pas de limite lorsque © — oo. Donc la regle de BH ne s’applique pas.

9.11.1 Utilisation répétée de la regle

L’idée utilisée dans ce dernier exemple permet de revenir sur quelque chose que nous
avons déja rencontré dans le chapitre sur les suites, a savoir la hiérarchie de comporte-
ments a I'infini des polyndmes, exponentielles et logarithmes.

On aura alors parfois besoin d’utiliser la regle de BH plus d"une fois :

Exemple 9.38.

Généralisons :

Lemme 9.4. Pour toute base a > 1, tout o > 0 et tout m > 0,

a 1 o
bm S =0, lim (Be(®)
r—o0 qMT T—00 xrm

=0.

Preuve: Considérons la premiere limite. Deux remarques permettent de simplifier le calcul.

% D’abord, on peut toujours écrire

ot m’ = mlog(a). Or puisque a > 1, on a m’ > 0. Donc il suffit de démontrer le résultat
pour la base e.

* Puisque o < | + 1, il suffit aussi de démontrer le résultat pour des « entiers, c.-a-d.
a=keN

Fixons donc m > 0, et montrons que pour tout entier k& > 1,
k

. T
lim =0.
rz—o0 eM¥
Danslecasou k =1,
T BH .. 1
lim = lim =
x—o00 M& z—o00 mem®

) k+1 BH .. (karl)/
lim = lim
r—o0 eMmT T—00 (em:p)/
kE+1 . xk
= —— lim
m x—oo eMT
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et donc le résultat est vrai pour £ + 1.

La deuxieme limite est une conséquence de la premiére. En effet, ne posant y = log, (),

T 710D Y
T—00 xm y—oo gy

9.12 Sur la recherche des extrema d’une fonction sur un
intervalle [a, b]

Passons maintenant a 1'utilisation de la dérivée dans la recherche des extrema globaux
d’une fonction.

On a vu (lien!) que lorsque f : [a,b] — R est continue, elle atteint son minimum et son
maximum :

s 1) max £x)
x¢l[a,b]

>

Dans cette section, on décrit un algorithme qui permet (en principe) de trouver ces
extrema par le calcul.

Considérons, pour fixer les idées, la recherche du maximum global d'une fonction
continue f : [a,b] — R. Par simple observation, puisqu’on sait qu’il est atteint quelque
part sur [a, b], on peut facilement lister toutes les possibilités :

1) Il peut étre atteint sur les bords, enz = aouen z = b.

2) Il peut étre atteint a l'intérieur de l'intervalle, c.-a-d. dans |a, b]. Mais comme c’est
un maximum global, il est aussi local. Donc si f est dérivable en ce point, sa
dérivée s’y annule. Et si elle n’est pas dérivable, on traite le cas séparément.

Cette simple distinction des cas nous mene directement a un algorithme pour la re-
cherche du minimum et du maximum de f :

1) On commencera par chercher les points stationnaires, c’est-a-dire les points = €
la,b[ ot f est dérivable et s’annule : f'(z) = 0, ainsi que les points de ]a, b ot f
n’est pas dérivable.
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9.12. Sur la recherche des extrema d’une fonction sur un intervalle [a, b]

2) On regardera les valeurs de la fonction sur le bord de l'intervalle, en z = a et
x = b, et on les comparera avec les valeurs en chacun des points trouvés a 1'étape
précédente.

3) Apres avoir listé toutes ces valeurs, on garde la plus grande, et la plus petite.

Remarque 9.7. On a vu (dans Continuité sur un intervalle compact (lien!)) que
si f : [a,b] — R est continue, alors son ensemble image est un intervalle fermé et
borné, donné par

Im(f) = [Jél[i%] flx), Iex fx)],

et peut donc étre trouvé a l'aide de 1’algorithme décrit ci-dessus.

Exemple 9.39. Cherchons les extremas de la fonction f(z) = 3z* + 423 — 122? sur
~1,2].

1) Points stationnaires :
fl(x) =12(2® + 2% — 27) = 122(2* + v — 2)
=12z(z+2)(x - 1),

donc la dérivée est nulleen —2 ¢ [—1,2],en 0 € [—1,2] eten 1 € [-1,2]. On
garde :

2) Sur les bords :

fC) =13, f(2)=32

En comparant les quatre valeurs encadrées ci-dessus, on voit que

% [ atteint son maximum global en x = 2 (sur le bord)

% [ atteint son minimum global en z = —1 (sur le bord)
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9.12. Sur la recherche des extrema d’une fonction sur un intervalle [a, b]

En particulier,
Im(f) = [—13,32].

Exemple 9.40. Considérons f(z) = |z*(z — 2)| sur l'intervalle [1,3]. Comme f :
[1,3] — R est continue, elle atteint son minimum et son maximum. On commence

par écrire
—2?(x —2) sizel,2],
2% (@ —2)[ =1 , .
*(x —2) siz €]2,3].
1) Points stationnaires : Sur |1,2[, f'(x) = 2(4 — 3z), donc deux points ot la
dérivée s’annule, en 0 &]1,2[ eten 3 €]1,2[:

32

f()—ﬁ

Ol

Sur ]2,3[, f'(x) = z(3z — 4), donc ne s’annule pas.

2) Points ot f n’est pas dérivable? Seul candidat : x = 2. En effet,

lim f'(z) = lim (z(4 — 3z)) = —4

T2~ T2
lim f'(e) = lim (2(3z ~ 4)) = +4
Donc on garde
f(2)=0

3) Sur les bords :

On conclut que f
* atteint son minimum en = = 2,

* atteint son maximum en z = 3 (sur le bord).

Remarquons qu’en z = 3, f posséde un maximum, qui est local mais pas global.

On a aussi montré que
Im(f) =10,9]
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9.13 Deérivée seconde et convexité/concavité

(ici, Video: v_derivee_convexes.mp4)

Rappelons qu'une fonction f est convexe si pour toute paire de points z; < x5, et pour
tout A € [0,1],

JUL=Nz1 4+ Ae) < (1= A)f (1) + Af(22) .
L'interprétation géométrique étant la suivante : si on choisit deux points quelconques
sur le graphe de f, le segment qui les relie est entierement au-dessus du graphe.

Or on peut remarquer que lorsque f est dérivable, c’est-a-dire lorsque f'(z) est défini
pour tout z, alors la convexité semble étre équivalente a la croissance de z — f'(z) :

f'(z) = -0.261237

Sur l’animation ci-dessus, on a une fonction qui est manifestement convexe et déri-
vable, et on observe que sa dérivée est croissante. Ceci implique que si la dérivée est
dérivable, et si la dérivée de la dérivée, c’est-a-dire la dérivée seconde, est positive, alors
la fonction doit étre convexe. Plus précisément :

Théoreme 9.8. Soit I un intervalle ouvert, f : I — R deux fois dérivable sur I (f
est dérivable, et f’ est aussi dérivable sur 7).

1) Si f”(x) > 0 pour tout = € I, alors f est convexe sur /.

2) Si f"(z) < 0 pour tout z € I, alors f est concave sur /.

Preuve: 11 suffit de démontrer la premiere implication. Remarquons d’abord que comme f” > 0,
[ est croissante sur I. Soient 1 < x9 dans I. Fixons A €]0, 1[ et posons z := (1 — A\)z1 + Aza.
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9.13. Dérivée seconde et convexité/concavité

On applique deux fois le théoreme des accroissements finis :

* Sur [z1, 2] : il existe ¢; €]z, 2| tel que

e = 1210
* Sur [z, xg] : il existe co €]z, x2[ tel que
ey = fl) =112

Remarquons que comme ¢; < ¢, et puisque f " est croissante,
f'ler) < fl(e2)
Donc
f(z) = fla) < flle)(z—a1) |- (1=N)
flx2) = f(z) = fl(ea)(@wa—2) |- A
En soustrayant les deux inégalités (multipliées par 1 — A et A), on trouve
FE)={Q =N f(x1) + Mf(22)} <
f,(CQ)((l —AN(z—x1) — M2 — z)) =0.

=0

On a donc montré que

f(2) @ =A)f(z1) + Af(22).

Exemple 9.41. Prenons f(z) = 22 sur R. Comme
ff(x)=2>0  VzeR,

le théoreme garantit que f est convexe.

Exemple 9.42. Prenons f(x) = e sur R. Puisque
f"(x)=¢">0  VreR,

le théoreme garantit que f est convexe.
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Exemple 9.43. Considérons maintenant f(z) = log(z), sur R*.. Comme

]' *
f"(x):—?<0 Vo e RY,

le théoreme entraine que f est concave :

4 lhll)

Exemple 9.44. Considérons le polynome f(z) = z* — 22, et cherchons les in-
tervalles sur lesquels f est convexe/concave. Puisque f est deux fois dérivable,

’étude du signe de f”(x) = 2(62* — 1) donne :

- Y% Ty

+ $ » JC
s-'aw.. 2": e 0 - O =
- P u .E / \ :: \-/
Growatrie : (comvexe) (comcave) (convexe)

I

poiuts 4’ indlexion

On en déduit par le théoréeme que :
* f est convexe sur | — oo, —4/1/6],
* festconcavesur| — /1/6,4++/1/6],

* f est convexe sur | + /1/6, 400
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f'(x) = -3.124000

FA
La

Les points Py = (£+/1/6, f(£4/1/6)) sont des points d’inflexion : ce sont des
points du graphe ou la nature de la courbe change, passant de concave (resp.
convexe) a convexe (resp. concave).
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Chapitre 10

Développements limités

10.1 Introduction

D«a’vdoppemw}; Lim#es . Tnhooludior

(ici, Video: v_DIL_intro.mp4)

Rappelons que la dérivabilité d"une fonction f en un point z, permet de la représenter
au voisinage de ce point :

f(@) = f(zo) + (f'(x0) + 72 (2)) (7 — T0)
= f(zo) +f'(w0)(x — m0) + 745 () (x — ),
oFre/z_é/ro =R(x), reste

TV
1¢” ordre

ot limg, 4, 74, () = 0.

Rix)
i
1 D tx- 0
{hx.)
X, X
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10.1. Introduction

Cette derniere expression doit étre lue de la facon suivante : pour un z proche de xz,
f(z) se calcule en prenant

1) sa valeur en ¢, f(zo), a laquelle il faut rajouter...

2) une correction linéaire en x — o, f'(zo)(z — x¢), a laquelle on rajoute encore...

3) unreste R(x) = (z — x0)rs, ().
La somme des trois termes donne exactement f(x), et ils sont en ordre décroissant d’im-
portance (voir la figure ci-dessus) : la correction linéaire est petite puisque = — x, est

petit, et le reste est petit puisque lim,_,,, R(x) = 0. Mais en fait le reste est beaucoup
plus petit que la correction linéaire, puisque

lim R(2) = lim r,,(z) =0.

r—x0 LU — ,fL'O T—T0

Informel 10.1. En d’autres termes, R(z) est “doublement” petit, puisque c’est le
produit de x — z (qui est petit lorsque = est proche de x() par r,,(x) (qui est aussi
petit lorsque x est proche de z).

Exemple 10.1. Considérons f(z) = e”, au voisinage du point z, = 0. Si on s'inté-
resse par exemple au point = = 0.3, on obtient

£(0.3) = £(0)+ £'(0)0.3 4 0.3r,(0.3) = 1.3498 . ..

~N —— N—\
1 0.3 0.0498...

} Rlo.3)= 0.049...

4 ‘t0)- 0.3

f(o)

F -

'Y
L4

o

o
w

Une question naturelle est de savoir si il est possible d’obtenir une approximation de la
fonction qui aille au-dela de 'approximation linéaire (et de son reste) : pour un point
fixé x # x, peut-on approximer f(z) a 'aide d’une expression qui soit plus précise
que l"'approximation linéaire ?

La premiere amélioration naturelle serait une approximation quadratique (du deuxiéme

ordre), qui du point de vue graphique consiste a approximer le graphe, localement, par
une parabole plutdt que par une droite. Une telle approximation, si elle existe, est plus

Compilation: 2026-09-07 12:47:07+02:00. Version Web: https://botafogo.epfl.ch/analyse-1-flipped


https://botafogo.epfl.ch/analyse-1-flipped

10.2. Définition et unicité

précise puisqu’elle doit tenir compte de la courbure du graphe dans le voisinage du
point.

Apres I'approximation quadratique, on pourra essayer de produire une approximation
cubique, et ainsi de suite, on pourra considérer des approximations d’ordres de plus
en plus grand, a 'aide de polyndémes. C’est le but de ce chapitre que de présenter cette
construction, et de donner des conditions sur f qui garantissent que ces approxima-
tions sont possibles.

Informel 10.2. Certaines formules/expressions, dans ce chapitre, sont assez longues.
On pourra donc augmenter la largeur du texte visible avec les boutons “+” et “—"
dans la barre ci-dessus.

10.2 Définition et unicité

Un développement limité permet de représenter une fonction au voisinage d"un point x,
a l'aide d"un polynome :

f(z) = polyndme(z) + R(x) .
Le polyndme approximera bien la fonction dans le sens ot1 la valeur du reste R(x) doit
étre négligeable proche de z(, dans un sens tres précis :

Définition 10.1. Soit f définie au voisinage de zy. On appelle développement
limité d’ordre n de f autour de z, une représentation de f(x) de la forme

f(x) = ag+ a1(z — x0) + as(z — 20)*> + - - + an(z — 7)™ + R(7),

N

ou

* les ag, a1, a9, ...,a, € Rsont des coefficients (constants), et le polynéme
p(z) = ap + a1(z — o) + az(r — 96’0)2 + - Fan(r — )"

est appelé partie principale du développement, et

* le reste R(x) est de la forme
R(z) = (x — x)"e(),

ol £(z) est une fonction définie dans un voisinage épointé de x,, telle que

lim e(x) =0.
T—TQ
Remarque 10.1. *» Remarquons que dans le cas n = 1, la partie principale

n’est autre que la droite tangente en x, et dans le reste R(z) = (v — z¢)e(z),
la fonction ¢(z) représente r,, () :

f(@) = f(wo) + f'(x0)(x — 20) + (2 — 20)74, (2)
—— =~ —_—

=ag =a =R(x)
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10.2. Définition et unicité

% On évitera de trop alourdir I'écriture, en omettant d'indiquer la dépendance
de R(x) et ¢(z) en f, n, et zy (une notation plus précise serait Ry ., (),
€ fz0,n(T))-

% Il est important, la plupart du temps, de souligner que plus x est proche de
xo, plus le reste devient négligeable par rapport a la partie principale! Plus précisé-
ment, le reste est toujours plus petit que le terme de la partie principale de
plus grand degré. En effet, pour tout £ =0,1,2,...,n,

Ji, G g = i (e ) elw) =0

C’est pour cette raison que la partie principale fournit une bonne approxima-
tion de la fonction au voisinage de .

% Dans la suite, pour abbréger “développement limité d’ordre n”, on écrira
simplement “DL(n)".

La facon treés précise dont le DL(n) a été défini a une premiere conséquence impor-
tante : lorsqu’il existe, il est unique.

Lemme 10.1. Si f possede un DL(n) autour de z, alors les coefficients ay, a1, . . ., a,
et la fonction £(x) et sont uniques.

Preuve: Supposons que f possede un DL(n) en zg, et qu’il y ait deux fagons de l'écrire, la
premiere étant

f(x) =ao+ a1(z — xg) + az(x — :1:0)2 + -t ap(z—x0)" + (x — 20)"e1(2),
la deuxiéme étant
f(z) = by + b1(z — zg) + ba(z — 3:0)2 + -+ bp(r —20)" + (2 — x0)"e2(2),

En prenant x — xp, on a donc d'une part

22, (@) = a0,
et d’autre part
lim f(z) =bo,
T—TQ

ce qui implique ag = by. Ensuite, remarquons que
. L) — o
lim (&) = 20
T—=T0 T — X

= xlggl (a1 + az(x — 20) + -+ + an(x — 20)" ' + (x — 20)" 'e1(2))
0

—0
=ay,
qui puisque ag = by est aussi égale a
: z) — bo
lim (&) —bo
T—r0 T — X

= lim (b1 + ba(x — 20) + -+ + bu(x — 20)" ' + (z — 20)" 'e2())

Tr—xQ

—0

:bl )
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10.2. Définition et unicité

donc a; = b;. En procédant ainsi, on montre ensuite que as = by, a3 = bs, ..., a,, = b,. Finale-
ment,

f(@) = {ao + ar(z — z0) + -+ + an(x — o))"}

€1 (:E) =

(x — zo)™
_ f(@) = {bo +bi(x — z0) + - + bp(z — 30)" }
(x — )"

= 82(:L') .

(Donc le reste, est une fonction en général compliquée, mais que 1’on peut toujours exprimer
explicitement a I'aide de f(x) et de la partie principale.) O

Informel 10.3. On utilisera ce dernier résultat souvent dans ce qui suit : dés que
'on peut écrire une fonction f, au voisinage d"un point z;, comme

f(x)=ao+ai(x —xp) + -+ ap(z — 29)" + (z)(x — x0)",

ot lim,_,,, e(x) = 0, c’est qu’on a trouvé le ( =1'unique) DL(n) de f autour de .

Exemple 10.2. Reprenons f(z) = e” au voisinage de z¢ = 0. On sait que
e’ =1+x+ze(x),
avec e(x) — 0 lorsque = — 0. Ceci représente un DL(1) en zy = 0.
Montrons maintenant que cette fonction possede un DL(2) en 0, donné par
e’ =1+a+ 2%+ 2%(z).

(Attention : la fonction (), ici, n’est pas la méme que celle de la ligne précédente!)
Pour ce faire exprimons, explicitement en fonction de z,

e —{l+a+2}
2

e(z) =

(cette fonction est effectivement définie dans un voisinage épointé de z, = 0), et
calculons

e’ — {1 +z+ 2%}

lime(z) = lim

z—0 x—0 1’2
T
BH .. et — 41 +x
e L)1
z—0 2x

BH in ﬁ
z—0 2

=0.

Par le théoreme d’unicité, ceci implique que I'expression ci-dessus est bienle DL(2).
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10.3. Propriétés de base

(ici, Video: v_DI_voir_DI_exp.mp4)

Exemple 10.3. Considérons f(z) = =, dans un voisinage de z = 0. Rappelons
la formule obtenue pour une somme géométrique : pour tout z # 1,

n+1

1+x+x2+x3—|—---+x":1_$n+l— ! -
1—x l—z 1-—x’

qui permet d’écrire

=l4+z+a’+---+a"+a"
11—z ~ ~ g -
——

principale

Puisque lim,_,oe(z) = 0, cette expression est bien le DL(n) de f autour de zéro

partie principale et reste o

10.3 Propriétés de base

Une conséquence de 1'unicité est qu'un développement limité d’ordre n donne auto-
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10.3. Propriétés de base

matiquement des développements limités d’ordres inférieurs :

Corollaire 10.1. Si f possede un DL(n) autour de z,, donné par
f(z) = ag + a1(z — 2¢) + as(x — 20)® + - + an(z — 20)" + R(z),
alors pour tout 0 < k < n, f possede un DL(k) autour de z,, donné par
F(2) = ap + ar(x — o) + as(x — 20)2 + - - - + ap(z — 20)* + R(z) .

(Les coefficients ag, aq, . . ., a, sont les mémes, mais le reste est différent.)

Preuve: En effet, pour tout k£ < n, on peut réarranger le DL(n) comme suit :

f(2) =ao+ai(x—x0) + -+ ap(x —20)F + -+ an(z — 20)" + (& — xo)"e(x)
= ag + a1(z — x9) + -+ ap(z — 20)* + (v — 30)* (ap41(z — 30) + - + (v — 20)" Fe(w))

=:£(x)

Comme &(x) — 0 lorsque x — o, 'unicité du DL (k) implique bien que cette derniere ligne est
le DL(k) de f autour de xo. O

On peut ensuite obtenir des développements limités de sommes ou de produits de
fonctions :

Lemme 10.2. Soient f, g définies au voisinage de z,, possédant chacune un DL(n) :

f(z) = ap + a1(z — mp) + az(x — 20)*> + - + an(x — 20)" + &(z)(z — 20)",
g(x) = bo + bi(x — mo) + ba(w — 0) + -+ - + bn( — )" + () (z — 20)".

Alors

1) f + g possede aussi un DL(n) autour de x,, donné par
(f +9)(@) = co+ c1(z — wo)+ea(w — 20)* + -+ + calw — 20)" + $(2)(z — z0)",

ol ¢ 1= ay + by, et ¢(x) = e(x) + n(x).
2) f-gpossede aussi un DL(n) autour de z,, donné par

(f - 9)(x) = do + di(z — o) +da(x — x0)? + - - - + dn(x — x0)" + p(z)(z — z)",

k
ot dy := Y _ ajby_j, et lim, 5 ¢(z) = 0.

=0

Preuve: 1. En additionnant les deux DL(n) et en regroupant les termes correspondants aux
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10.3. Propriétés de base

meémes puissances, on a

f(x) + g(x) =(ao + bo)

+ (a1 + b1) (7 — 7o)

+ (an, + bp)(x — z0)"

+ (e(x) +n(2))(x — 20)".

—_——
=:¢(x)

Comme lim,_,,, ¢(x) = 0, I'unicité du DL fait que I"expresion ci-dessus est bien le DL(n) pour
f+g

2. Considérons pous simplifier le cas n = 2. Et pour y voir clair, écrivons les parties principales
de maniere plus compacte :

ou

p(x) = ap + a1(z — 20) + az(z — x0)?
q(z) = by + by (z — z0) + ba(z — 20)?%.

En multipliant les deux DL(2), et en regroupant, on obtient

p(@)n(z)(x — x0)? + q(2)e(z)(z — 20) + e(x)n(z)(z — o)

p(x)q(z) +
= p(x)q(z) + (z — 20)* (p(z)n(x) + q(z)e(z) + e(@)n(z)(x — 20)?)

ot 91 () — 0 quand x — x¢. Ensuite, calculons explicitement le produit des parties principales,
et regroupons les puissances :

p(x)q(x) = aobo
+ (agby + a1bp)(z — xp)
+ (agba + arby + asho)(z — x0)?
+ (a1by + agby)(x — 930)3 + agby(x — x0)4 ,

=12 (z)(z—20)?

ol Yo(x) — 0 quand =z — . On a donc, en posant ¢ (z) := ¢ (z) + (),

f(x)g(z) = aobo
+ (aopby + a1bp)(z — xo)
+ (aoby + a1by + asbo)(x — x0)?
+ () (z — 0)” -

ce qui démontre la formule dans le cas ot n = 2. Le cas général se traite de fagon similaire. [J
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10.4. La formule de Taylor

Exemple 10.4. Considérons

fz) = au voisinage de zp = 0.

On a déja calculé plus haut les DL(2) de e et ﬁ,

1
ex:1+x+§:c2+x25(:v),

—1 2 2
- + x4+ z° + x°n(x),

Dong, par le lemme précédent,

1
ex-l—:(1-1)+(1-1+1-1)x—|—(1-1+1-1+%-1)x2—|—:ﬁ2@/}($)
— X

=1+ 2z 4 322 + 2%(z).

10.4 La formule de Taylor

Maintenant, pour une fonction f donnée, on aimerait

* Donner une condition suffisante sur f pour garantir qu’elle posséde un DL(n) en
un point x.

* Savoir comment calculer les coefficients ag, aq, . . ., a, et le reste.

Sans surprise, I'existence d'un DL sera garantie si la fonction est suffisamment lisse
dans le voisinage de .

10.4.1 La formule

Rappelons que pour un intervalle ouvert I, C*(I) désigne 'ensemble de fonctions k-
fois dérivables, dont les dérivées f() = f/, @) | ) sont toutes continues.

Théoréme 10.1. Soit / un intervalle ouvert, et f € C*"1(I). Alors quel que soit
xo € I, f posseéde un DL(k) autour de xy, donné par

J@ (zo) SO (x0)
2! 3!

f(k)<330)
k!

f(@) = f(xo)+f (o) (x—10)+ (z—m0)*+ (z—x0)>+- -+ (w—=0)* 1+ R(x),

ot le reste R(z) = (z — x0)*e(z), et ot la fonction &(x) (qui tend vers zéro lorsque
g(x) — 0) est donnée par

B f(k+1)(u)
e(z) = (v — xO)m,

et u est un réel entre z et z, qui dépend de xy, z, k, f.
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10.4. La formule de Taylor

L'expression ci-dessus, qui exprime le DL(k) dans lequel les coefficients impliquant
les dérivées d’ordre supérieur de la fonction, est la Formule de Taylor; lorsque z¢ = 0,
c’est la Formule de MacLaurin.

Preuwe: Fixons un point zg € I, puis étudions f(x) en un autre point z € I, z # x(. Sans perte
de généralité, supposons que =y < x. Considérons le nombre A,, défini implicitement par

f(2) (z0)
2!

(x_x0)2+.__+f(k)($0) (:U—xo)k—i—(x—xo)kﬂ A,

f(x) = fzo)+ f'(x0)(x—x0) + k! (k+1)"

(Cela signifie que si on le désire, on peut savoir ce que vaut A, en I'isolant dans cette derniére
expression.)

Avec z et x fixés, on introduit la fonction ¢ : [z, 2] — R, définie par

2) (k)
ot) = 1@) - {10+ £ =0+ 50w 4t L0 g -0 2 )

Remarquons que ¢ satisfait aux hypotheses du Théoreme de Rolle :
* () est continue sur [zo, 2], et dérivable sur |z, z]. En effet, les puissances de ¢ qu’elle

contient sont évidemment dérivables, et comme on suppose que f est k+1 fois dérivable,
toutes les dérivées f((t), ..., f(¥)(t) apparaissant dans (t) sont continues.

* (o) = () = 0.

Il existe donc un point u €|z, z[ tel que ¢’(u) = 0.

" _.7

Maintenant, dérivons ¢ par rapport a t. (On rappelle que dans cette dérivation, “z” est consi-
déré comme une constante!)

d=0- {0+ O -0+ (590w 02) b (L0 4 (@ -0 ) )
= {rO+ 0@ - D)+ ( 20 o)
(e )
P
(o)~ 0}
En profitant du téléscopage, )
(e~ 1)

&) = (A =[5 @)
En utilisant cette expression au point ¢ = u défini ci-dessus,

oy m—w)r
0=¢'(u) = i (Al, f (u)) )

Puisque 79 < u < z, on a (z — u)* # 0, ce qui implique
Az = f(kJrl) (u),

et prouve la formule de Taylor.
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10.4. La formule de Taylor

Pour montrer qu’on a vraiment obtenu un DL(k), il reste a étudier le reste, qui est donné par

_ S (u)
e(z) = (z — o) Ik
Considérons un petit intervalle fermé autour de xp : J = [zg — §,20 + §] C I. Puisque f €

C*+1)(1), 1a continuité de f*+1) sur I implique qu’elle est bornée sur J : il existe une constante
C telle que

| (x) < C Ve e J.
En particulier, | f*+1) (u)| < C, ce qui implique que sur J, |¢(z)| < ﬁ |z — xo|. En particulier,

xhﬁr;lo e(z) =0.

(ici, Video: a_breaking_bad_DL.mp4)

O

Informel 10.4. Le résultat ci-dessus est intéressant, mais ses hypotheses peuvent
en fait étre affaiblies : il existe un résultat similaire, mais qui garantit 1’existence
d'un DL(k) pour une fonction k fois (et non pas k + 1 fois) continiment dérivable.
L’avantage de la formulation ci-dessus est que le reste est exprimé de fagcon tres
explicite, ce qui permettra d’utiliser le résultat efficacement au chapitre suivant.

Donc la formule de Taylor nous dit que 1’on peut obtenir un développement limité en
xo d’ordre arbitrairement grand, a condition que la fonction soit suffisamment déri-
vable en z et dans son voisinage, et que 1’on sache calculer ses dérivées f*) ().

Exemple 10.5. Considérons
f(x)=¢€" au voisinage de zp = 0.

Comme e” est de classe C*! pour tout k, elle posséde des développements limités
de tous les ordres. On a f\)(z) = e® et donc f)(0) = 1 pour tout j. Par la formule
de MacLaurin,

2 .’13‘3 k

z X X
e —1+ZE+§+§+“'+H+R($)

ot R(z) = x*e(w), et

eu

] pour un certain u €]0, z|.

e(r) ==
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10.4. La formule de Taylor

n

Lo

partie principale et reste

=1

Exemple 10.6. f(z) = = autour de z, = 0. Puisque f n’est pas définieen z = 1,

on la considere par exemple dans 'ouvert | — 1,1[. Ecrivons f(z) = (1 — 2)~

calculons ses dérivées :

I et

(~1)(1 - 2) (1)
(~1)(-2)(1 —2) ¥(~1)?
(~1)(~2)(=3)(1 — ) *(~1)’

FOx) = (=1)(=2)(=3) -+ (=k) (1 = 2) I (=1)".

On a donc fU)(x) = ﬁ pour tout j, ce qui donne
f2(0) = Jt
Par la formule de MacLaurin,
1 2 3 k
- =l+az+a°+2°+---+2"+ R(x),

qui est bien ce que nous avions trouvé plus haut.

Exemple 10.7. Considérons f(z) = sin(z) en zy = 0. Rappelons que
f®)(z) = sin(x + k%),

donc f*®(0) = 0 pour tous les k pairs, ce qui a pour conséquence que le dévelop-
pement de MacLaurin ne contient aucune puissance paire. On a par exemple le
DL(3),

3

sin(z) =x — % + R(x)
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10.4. La formule de Taylor

oule DL(5):

x> axd

sin(x):x—a—i—a—l—R(x).

partie principale et reste

3

n=>5

——

Remarque 10.2. Sion dispose d"une calculatrice qui ne connait pas les fonctions
trigonométriques, on peut utiliser des développements limités. Pour illustrer le
procédé, supposons que 'on veuille calculer le sinus d’un angle de 1 radian, sin(1),
sans calculatrice. En allant jusqu’a l'ordre 9, I'approximation par la partie princi-
pale

[ T L

fournit déja une approximation remarquable, pour tout z € [—7, 7]. Si on 'utilise
pourz =1:
sin(1) ~ 0.8414710097 (ordre 9)

Si on compare avec la valeur “exacte” obtenue avec une calculatrice :

sin(1) = 0.841470984808 - - - (exact) .

Exemple 10.8. f(z) = cos(z)enxy=0:

2 4
cos(x) =1— ETRRET] + R(z)

Exemple 10.9. f(z) =log(1+ x) en x5 = 0. Les dérivées se calculent facilement :
fO @) =1 +a2)™

fO) = (-1 +a)7
fO(2) = (-1)(-2) (1 +2)7°

F® (@) = (=DF (& — D)1+ )",

ce qui donne
FO0) _ (FDFHE=D (=D

k! k! k
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10.5. Utilisation de DL pour le calcul de limites

On aainsile DL(k) :

2 3 4 k
log(1+) = — T4 T = T ()

5 3 1 + R(x).

10.4.2 A propos de I'existence d’un DL

10.5 Utilisation de DL pour le calcul de limites

Les développements limités fournissent un moyen tres précis d’approximer une fonc-
tion au voisinage d’un point, a 'aide d’un polynome. Et les polynomes étant des ob-
jets treés simples a manipuler, lutilisation de développements limités peut grandement
simplifier ’étude d"une fonction en ce point.

Par exemple, ils peuvent étre utiles pour le calcul de certaines limites.

Dans toutes les indéterminations ”8”

lim M ,
rencontrées précédemment, on étudie un quotient de deux fonctions dont les valeurs
deviennent toujours plus petites a mesure que x se rapproche de x,. Lever I'indétermina-
tion c’est, en somme, arriver a expliciter la “petitesse” de chacune des deux fonctions,
de fagon suffisamment précise pour arriver a pouvoir calculer la valeur du quotient
lorsque z est proche de .

Exemple 10.10. Considérons l'indétermination “2” dans la limite

-1
lim cos(z)
z—0 T
On a déja calculé cette limite (en multipliant et divisant par le conjugué cos(z) +
1), mais voyons comment utiliser un DL pour approcher le probléme de fagon
différente.

Comme on s’intéresse a = proche de 0, on peut utiliser le DL(2) du cosinus vu plus

haut,
2

cos(z) =1— % + z%e(2),

ol on rappelle que ¢(z) — 0 quand z — 0. Ce DL permet de montrer que la
“petitesse” du numérateur de notre quotient est en fait quadratique en z, puisque

2

cos(x) —1 = —% + z%e(z) = (—% +e(z))2”.
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217

(Une “petitesse en 2°” donc.) Ceci donne

cos(z) —1 (=3 +e(x))a’ 1
x? N x2 2

Cette expression montre, de maniere transparente, que ce quotient est proche de
—% quand z est proche de 0. En effet, puisque lim,_,o ¢(z) = 0, la limite est

. cos(x)—1 1. 1
i = gy i) = =3

Informel 10.5. Attention : lorsqu’on utilise un DL(n), on utilise le fait que la fonc-
tion “e(x)” est petite proche du point considéré. Pourtant, on ne sait en général pas
estimer précisément la petitesse de ¢(z)!

Parfois, pour arriver a décrire précisément la petitesse d"un terme, il est nécessaire de
choisir un DL d’un ordre suffisamment grand, comme dans 1’exemple suivant :

Exemple 10.11. (Sur l'importance du choix de 1’ordre du DL.) Etudions

(sinz)? — z? cos(z)

lim
e=0  x%(1 —cosx)
Numérateur et dénominateur sont petits quand z est proche de 0, et des DL vont
permettre de quantifier précisément leurs petitesses respectives. Par contre, on va
voir qu’il sera nécessaire de prendre un développement d’ordre suffisamment élevé
pour conclure.

1) Commengons simplement, en prenantle DL(1) pour le sinus et le DL(2) pour
le cosinus. On nomme les restes différemment pour pouvoir les distinguer :

2
sin(z) = x + zes(x) cos(x) =1— % + 22e.(x) .

Alors le numérateur devient

(sinz)® — 2% cos(z) = (z + :cas(x))Q —2?(1 - L + 2% (2))

= 20%e,(z) + 2?e,(2)* + % -

teo(z)

N

~~
?7?

Dans cette expression, tout est petit, mais aucun terme ne domine clairement
les autres. Il est donc nécessaire d’aller a un ordre plus élevé.
2) Prenons le DL(3) pour le sinus, en gardant le DL(2) pour le cosinus :
z3 7

sin(x) =z — 31 + 23e4(7) cos(z) =1— o + 2?e.(z) .
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Alors le numérateur peut s’écrire

(sinz)? — 2% cos
= (:p — g—? + x?’ss(x))Z - xQ(l — g—? + x25c(w))
1

.2:2 .272
= 6:1:4 + 2t (W + 2?e,(x)? + 2e5(2) — Les(x) — o))

= (é + 5(:6))3:4 )

Maintenant, on comprend que la petitesse du numérateur est en z*.

Ensuite, le dénominateur devient

x2(1 — €08 CU) = 1'2{1 - <1 - x_2 T :E255(£E))}

2!
= 1:54 — zte.(z)
2
1
= (5 - Ec(x)>x4 :

et représente donc aussi une petitesse en z*. Donc
i (sinz)? — 22 cos(z) _ lim (1% +e(x))a?
z—0  22(1 — cosx) 20 (5 — gc(w))a?

= lim —% +ela)

z—0 % — gc(x)

1
3

Remarquons que dans ce calcul, on a vraiment travaillé partout avec des égalités!

10.6 Composition de DL

Supposons qu’on veuille un DL(n) d"une fonction f autour d'un point z, et que cette
fonction soit en fait une composée :

f(x) = (goh)(x) = g(h(z)).

On supposera, pour simplifier I'exposition, que les fonctions g et i possedent des dé-
rivées de tous les ordres.

Informel 10.6. A priori, on pourrait utiliser la formule de Taylor, qui permet d"ob-
tenir un développement limité pour f en passant par les dérivées [ (o), ..., f*) (z).
Mais puisque f est une composée, le calcul de f*)(z), pour k grand, risque bien
d’étre compliqué...
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10.6.1 Cas simples

Voyons un exemple simple de composée dans lequel on peut éviter de passer par le
calcul des grandes dérivées de f.

Exemple 10.12. Fixons un entier n, grand, et cherchons un DL(n) de

1
f@) =10
autour de z = 0. Cette fonction peut s’écrire
1
f@)= 1| =glhi)),
ou
o)==, hlr)= .

Pour g, on a déja calculé le DL(n) autour de z, = 0,
g(z)=1+2z+2"+22+- + 2"+ R(2),

ol R(z) = z"¢(z). Comme z = h(z) = —z? est proche de 0 lorsque x est proche
de zy = 0, on peut l'injecter directement dans le DL de g, ce qui donne le DL de
f=goh:

g(h(z)) =1+ h(x) + h(x)? + h(z)* + - + h(z)" + R(h(z))
=1-a2*+a2" -2+ + (=1)"2* + R(—2?)

Si on regarde le reste de plus pres,
R(=2%) = (=2?)"e(=a”) = 2™&(x),

ol on a posé £(x) := (—1)"e(—x?), qui tend bien vers zéro lorsque = — 0.

On a donc
f(l’) =1- xQ —|—q;4 _ 1’6 4. 4 (_l)nxQn +ZE2”§($) '

On peut utiliser une idée semblable pour des développements qui ne sont pas forcé-
ment autour de x = 0:

Exemple 10.13. Soit

Cherchons un DL(n) de f autour de z, = 3. Ici aussi, on pourrait facilement calcu-
ler les dérivées de f d’ordre quelconque (voir plus bas), mais on peut aussi récrire

Compilation: 2026-09-07 12:47:07+02:00. Version Web: https://botafogo.epfl.ch/analyse-1-flipped


https://botafogo.epfl.ch/analyse-1-flipped

10.6. Composition de DL

[ en utilisant le fait qu’on I'étudie autour de zy = 3:

1 1
z 3+ (z—3)
11
S 31452
11
31—z p=—223
1

— 59(h(a)

ol g(z) = = et h(z) = —%2. Quand z est proche de 2y = 3, z = h(x) est proche
de zéro; on peut donc directement injecter h(z) dans le DL(n) de g :

£l = {1+ () + () + h(e)* + -+ h@)" + R(b(x)) }

:%{1_%(x_3)+%($_3)2—%<$—3)3+"'+ <_3}L)n($_3)n+R(—x;3)}
=5 B 8 et R -3 A)

Remarquons que 'on tombe bien ce qu’on aurait trouvé en passant par la formule
de Taylor. En effet, si f(z) = 1, alors

£ () = (~1)mla=0eD)
et donc

fmE) =

n! - 3n+1 :

10.6.2 Cas plus compliqués

Dans les deux exemples ci-dessus, h(x) était un petit polynome, que l'on a pu directe-
ment injecter dans le DL de g, pour obtenir le DL de g o h. Que faire, alors, si & n’est
plus un polyndéme?

Informel 10.7. Par exemple, comment calculer un DL(n) de

f(z) = log(1 + sin(x))

autour de =y = 0? L'idée est que 'on connait le DL(n) de log(1 + z) pour z autour
de zéro :
22 23 24 (_1)n+1zn

log(l+z2)=2——+——=—+---+

2 "3 o)

Comme sin(x) est petit lorsque x est proche de 0, on aimerait utiliser cette expres-
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sion pour z = sin(z) :

log(1 + sin(z))

(gin;x»? . (sinéx))3 L (—1)"“7gsin<x))n + R((sin(x))

= sin(x) —

Cette jolie formule est correcte, mais ce n’est pas un développement limité (“polynéme+reste”)!
Donc ce qu’on pourrait faire ensuite, c’est utiliser le DL du sinus et l'injecter dans
cette expression...

Théoréme 10.2. Soient
1) h(z) une fonction possédant un DL(n) autour de z,, et
2) g(z) une fonction possédant un DL(n) autour de 2y = h(zy).

Alors f(x) := g(h(x)) possede un DL(n) autour de z,, dont la partie principale
s’obtient comme suit : on injecte la partie principale du développement de h(x)
dans la partie principale du développement de g(z), on développe, et on ne garde
que les termes qui sont des puissances de = — z, plus petites ou égales a n.

Preuve: Nous omettons la preuve, en reconnaissant qu’elle représente un calcul assez fasti-
dieux, qui pourtant ne représente aucune difficulté particuliere. (Il s’agit en gros de savoir
développer les puissances d'un polynome, et de regrouper correctement les termes, pour voir
tout ce qui part dans le reste.) O

Informel 10.8. Ce qui est pratique, dans ce procédé, c’est qu’on peut se concentrer
uniquement sur les parties principales, on n’a pas besoin de regarder les restes de
trop pres!

Exemple 10.14. Cherchons le DL(3) de f(x) = log(1 + sin(x)) autour de 27 = 0.
On commence par identifier la composition : f(z) = g(h(z)), ol g(2) = log(1 + 2),
h(x) = sin(x). Prenons un DL(3) pour h(x),
o
sin(x) =z — 3 +ade,(x).
——

principale

et un DL(3) pour g(z) :

22 L3

1 1 :J_; A~
og(l+2z2) == 2—|—3

principale

—|—z3€10g(z) )

Maintenant, on injecte la partie principale du D L(3) du sinus dans la partie princi-
pale du DL(3) du logarithme, on développe, on regroupe les puissances en ordre
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croissant, et on ne garde que les puissances < 3 :

2 3

2z ( :173> 1( x3)2+1< a:3>3
2= —+4+ = =|lr— =) —z|lv— = e
2 3 lz=e-2% 3! 2 3! 3 3!
1, 1.,
—x—éx —|—6x+
N————" puissances >3
puissances<3

Doncle DL(3) de f autour de x = 0 est donné par

1 1
log(1 +sin(z)) =z — 5:{:2 + 6:1:'3 + 2%e(z) .
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Chapitre 11

Séries entieres et séries de Taylor

11.1 Introduction

Supposons qu'une fonction f possede des développements limités en z, de tous les
ordres :

f(l’) = Qo + Cl1(93 — ZB()) + Rl(llf)
f(l‘) = ag + al(x — l’o) + CLQ(ZL’ — 1‘0)2 + RQ(I)
f(l’) = ag + Cll(l’ — l‘o) + Clg(l' — .’L’())2 + ag(l' — .]70)3 + Rg(.]?)

f(x) = ao+ ai(z — 20) + az(z — 20)* - + an(x — 20)" + Rp(z)

Que se passe-t-il si on prend n — 00 ?

Remarquons qu’au-dessus, on a fait attention de nommer le reste différemment en
fonction de 'ordre du DL.

Puisqu’un développement limité d’ordre de plus en plus grand implique une approxi-
mation de f(z) toujours meilleure, on s’attend a ce que la limite “n — co” meéne a une
reconstruction exacte de f(x), dans laquelle il n’y a plus d’approximation.

Décrivons plus précisément ce processus de limite. Fixons un point « dans le voisinage
de Zo.

1) D’abord, a mesure que n devient plus grand, le polynéme de la partie principale
contient toujours plus de termes. Dans la limite n — oo il devient une série de
puissances (un “polynéome de degré infini”) :

ao +CL1(ZI} — JIQ) +CL2($ — fL’o)2 +---= Zak(x — l’g)k,
k=0

et pour que cette série fasse du sens, il faut pouvoir montrer qu’elle converge
pour le x qu’on a fixé.
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2) Ensuite, afin de garantir que cette série décrit exactement la fonction, il faut s’as-
surer que la suite de restes, au point x qu’on a fixé, tend vers zéro :

R.(z) — 0 lorsque n — oo

(Attention : ici z est fixé, c’est n qui tend vers 1'infini!)

Si on peut vérifier ces deux conditions, cela signifie que la valeur de f en x peut se
calculer a I’aide de la série :

o0

flx) = Z ap(z — x0)F .

k=0
On verra plus tard que ce programme est possible, sous certaines hypothéses.

Mais avant cela, nous allons introduire et étudier plus systématiquement les séries de
puissance du type ci-dessus.

11.2 Séries entiéres

Indépendamment du probleme énoncé ci-dessus, on peut étudier les séries (infinies)
de puissances sans qu’elles soient nécessairement liées a une suite de développements
limités :

Définition 11.1. Une série de la forme

Z ar(x — z0)F

k>0

ol (ax)k=0 est une suite donnée, z, € R, est appelée série entiere (ou série de
puissances, en anglais : power series).

Une série entiere est un type particulier de série, ot x joue le rdle de parametre;
sa convergence/divergence dépend en général de =. Pour pouvoir utiliser cette sé-
rie comme une fonction, on s’intéresse donc aux valeurs de = pour lesquelles elle
converge :

D = {a: €R| iak(x — 20)" converge} ,
k=0

Remarque 11.1. D contient toujours au moins le point z = z;!

On peut alors définir une fonction sur D, a I'aide de la somme de la série :

v:D >R
r = P(z) = Zak(:c—xo)k

k>0

La fonction v est, par nature (c’est une fonction définie par une série!), difficile a étu-
dier. Considérons d’abord un cas simple bien connu :
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Exemple 11.1. Considérons la série entiere associée a la suite constante a, = 1,
au pointzg =0:
Ya)=) aF=1+z+a®+a*+.
k>0

On reconnait la série géométrique, qui comme on sait converge si et seulement si
reD=]-11]

Ce qu’on peut dire, en plus, c’est que si z €] — 1,1], alors non seulement la série
détinit bien une fonction, mais on sait en plus que

U= —— ()

1l—=x

Donc on peut formuler ce résultat comme suit : lorsque z €] — 1, 1], la série entiere
convergente >, 2" est en fait juste une représentation de la fonction .

11.2.1 Rayon et intervalle de convergence

L’ensemble des x pour lesquels une série entieére converge a une structure assez simple :

Théoréme 11.1. Ilexiste un 0 < R < 400 tel que

converge si |xr — <R
S e — o)t { CORVEIBESI I ] < R

= diverge si |z — xo| > R.

On appelle R le rayon de convergence de la série.

De plus, dans le cas oti on peut donner un sens a la limite

o:= lim {/|an|,

n—oo

alors
400 sic=0,
R = sil <o < o0,

1
g
0 Sio =00.

Preuve: Ecrivons notre série entiere sous la forme 3 k=0 bk (), ol
bi(x) == ag(z — z0) .
Commengons par supposer que la limite suivante existe :
o(x):= lim 1/|b,(z)],
n—0o0

on sait, par le critere de Cauchy, que

Zbk(w) {converge si o(z)<1,

k>0 divergesi  o(x) > 1.
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Or si on regarde de plus prés,
o(z) = |z — xo| lim /]an| = |z — xo|o,
n—oo

ce qui implique que

: 1
convergesi |r — zo| < =
S i) § Comversest [zl <
0 diverge si |z —x0| > <.
Donc en définissant R par R := %, on obtient bien le résultat. O
Remarque 11.2. % On peut vérifier que la limite o peut s’exprimer sous une

autre forme, utile dans certaines situations :

= lim {/|a,| = lim fn1

n— 00 n—ool Ay,

Y

% La conclusion du théoreme ci-dessus reste vraie si o est défini par

o = limsup {/|a,| .

n—oo

Le théoreme ci-dessus garantit que 'ensemble D des x € R pour lesquels une série
entiére converge est nécessairement un intervalle, appelé intervalle de convergence :

*x Si R = 0, la série converge uniquement lorsque = = z,, et donc D = {z(} (un
intervalle ne contenant que le point ).

* 510 < R < o0, alors D est un intervalle, d"un des 4 types suivants :

lxo — R, zo + RJ,
[zo — R, z0 + R],
lxo — R, zo + R],
[xo — R, z0 + R].

% Si R = oo, elle converge pour tout z € R et donc D = R.

Informel 11.1. Dansle cas o1 0 < R < oo, on déterminera le type d’intervalle en
étudiant la convergence de la série entiére >, ax(z — 70)" au bord de l'intervalle,
c'est-a-dire en x = o = R.

Une fois que D est connu, la série entiere permet donc de définir la fonction
Y:D—=R
x = (x) = Zak(:v —z0)F.

k=0

Considérons pour commencer des exemples de séries entiéres centrées en zy = 0 :
E CLkZEk
k>0

Par le théoreme ci-dessus, on sait que l'intervalle de convergence est forcément de la
forme
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1) D = {0} (lorsque R = 0),
2) D =R (lorsque R = o).

3) D=|-R,R[,[-R,R|,]— R, R]ou [—R, R] (lorsque 0 < R < c0), et on déterminera
précisément le cas en étudiant la série en z = £R.

Exemple 11.2. Considérons

iibJVk
2k: T .
k=0
Dans ce cas,
N

o= lim {/| = -
n—00 2" 2’

etdonc R = 1 = 2: la série converge pour tout —2 < z < 2, et diverge si z > 2 ou
r < —2. Regardons maintenant ce qui se passe en z = +2.

* En z = 42 la série est
1—14+1—1+1—---,

et donc elle diverge.

* En x = —2 la série est
14+14+1+14--,
donc elle diverge aussi.

On conclut donc que l'intervalle de convergence est D =] — 2, 2|.
Exemple 11.3. Considérons ~

Z K2k

k=0
Ici,

o= lim vn?= lim 6210%5”) =’ =1,
n—oo n—oo

donc R = 1. Comme la série diverge lorsque z = £1,ona que D =] — 1, 1].

Exemple 11.4. Considérons
Z kF ok
k=0

Ici,

o= lim v/n" = lim n =00,
n—oo n—oo

donc R = 0. Donc la série converge si et seulement si z = 0: D = {0}
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Exemple 11.5. Considérons
Z 1
k‘
k=1

Utilisons la version “d’Alembert” :

1 1)
o= lim /(n—+‘ =1,
n—oo
donc R = 1. Regardons x = £1:
* En x = +1, la série est
1 1 1
14+ -4+ -+ ...
+otgtg T
qui est la série harmonique, qui diverge.
* Enx = —1, la série est
14+ 1 1 i 1
2 3 4 ’

qui est (a un signe pres) la série harmonique alternée, qui converge.

On conclut que l'intervalle de convergence est D = [—1, 1].

Exemple 11.6. Considérons
Z :
k
k=0

On trouve

7= lim || =0,

et donc R = oo : la série converge pour tout x € R, donc son intervalle de conver-
gence est D = R. (Cette série peut en fait étre utilisée pour définir la fonction
exponentielle (lien!).)

11.3 Séries entieres et représentation de fonctions

Revenons a notre probléme initial, qui était de prendre la limite n — oo pour une
fonction qui possede, pour tout n, un DL(n).

Soit I un intervalle ouvert, f une fonction définie sur I, et 2y, € I un point fixé.

T

o~
N
N

Xo
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On sait, depuis la formule de Taylor, que si f est de classe C" sur I, alors elle possede
un DL(n) en zy. Donc si on veut que f possede des développements limités de tous les
ordres, on peut imposer qu’elle soit infiniment dérivable sur 1.

Définition 11.2. L’ensemble des fonctions infiniment dérivables sur [ est défini

par C=():={f : I > R|f € C*(1) ¥k > 1}

Exemple 11.7. Les fonctions fondamentales, telles que polyndmes, fonctions tri-
gonométriques, exponentielles et logarithmes, sont toutes infiniment dérivables
sur leur domaine de définition.

Doncsi f € C*°(I), elle possede un développement limité a tous les ordres en z, dont

- ) ()
les coefficients sont donnés par a;, = L7 ;

f(z) = f(zo) + f'(z0)(z — x0) + Ri(2)
(@) = f(xo) + f'(x0) (& — w0) + L) (& — 20) + Ry(x).
f(x) = f(xo) + f'(20)(x — 20) + %(9@ —x0)” + %(az — 20)* + Rs() .

F(x) = Flao) + (x0)(w — wo) + L2500 (& — wg)? 4+ L2000 (g — g3 4 L0 (5 _ )" 4 R (2)

n!

Nous allons maintenant décrire les contraintes a imposer pour garantir que dans la
limite n — oo, les parties principales permettent de reconstruire entierement f(x).

On l'a déja dit, dans la limite, les parties principales donnent naissance a une série

entiere : " 0
i - Uz > f¥ (x
L
=0 =0

Il sera donc essentiel de s’assurer que le x qu’on consideére appartient a l'intervalle de
convergence de cette série.

Mais ¢a n’est pas encore suffisant : on voudra aussi que la limite des restes soit nulle, pour
le z qu’on considere :

lim R,(x) =0

n—oo

Le procédé peut donc étre résumé de la fagon suivante :

1) On calculera le rayon de convergence R et l'intervalle de convergence de la série
entiere 0
— P (o)
D Ty o wo)t,
k=0
noté I,.

2) On déterminera tous les © € I pour lesquels lim,,_,., R,(z) = 0; on notera I,
I’ensemble de ces z.
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Informel 11.2. Rappelons qu’a n fixé, R, (z) étant le reste du DL(n) de f autour

de o,
lim R,(z)=0.

T—T0

Mais ici, ce que I'on fait est différent : on fixe un x proche de z(, et on demande que

lim R,(z)=0.

n—o0

Si ces deux étapes peuvent étre vérifiées rigoureusement, on aura montré que sur ’en-
pesp g ’ q

semble
I' =INnI,NI,.

[ peut étre représentée a 1'aide de la série

) (g
o) =3 L weer,

k!
k=0

appelée série de Taylor (ou développement de Taylor). Lorsque =y = 0, on I'appelle
série de MacLaurin (ou développement de MacLaurin).

$ 2 ¥ o (x.)

Ko

W
-xa)

- h Y
T
2sR Ko xu4R

wmse e P00 e

N
X

Définition 11.3. Une fonction infiniment dérivable f, définie au voisinage du
point z,, possede un développement de Taylor (DT) en z, si elle peut étre re-
présentée par sa série de Taylor dans ce voisinage :

2 £(k) (5
= Z —f k(' o) (z — 20)".
k=0 ’

Si la fonction peut effectivement étre représentée par sa série de Taylor, cela signi-
tie qu’elle peut étre entiérement reconstruite, dans un voisinage de z, a 1'aide de la
connaissance de toutes ses dérivées en x.

11.4 Exemples

Etudions maintenant quelques développements de Taylor classiques. Nous utiliserons
le procédé décrit plus haut sur quelques exemples simples, puis listerons aussi d’autres
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développements, dont la justification rigoureuse ne sera pas donnée, puisqu’elle re-
quiert d’autres techniques.

Exemple 11.8. Ftudions le développement de MacLaurin de f(z) = ¢”.

Puisque f*)(z) = e® pour tout k, f € C>=(I), avec I = R. Pour tout n fixé, son
DL(n) autour de 0 est donné par

1.2 1’3 n

r T
e —1+JJ+§+§+"'+H+R”(ZL’),

ou R, (z) = a"e,(x), avec
eu

(n+1)!"
ol v est un nombre entre 0 et x. Voyons si on peut prendre la limite n — oo, en
vérifiant les deux étapes décrites plus haut.

en(z) =12

1) D’abord, la série de MacLaurin associée est

1

k>0

On a vu que cette série a un rayon de convergence infini, elle converge donc
pour tout z : I, = R.

2) Ensuite, pour calculer la limite du reste, on commence par l'estimer comme
suit: Vo € R,

eu

Fon(a)] = le"en(@) = o gy

Dans cette derniére inégalité, on a utilisé le fait que u est entre 0 et z, et donc
lu| < |z|. Maintenant, puisque x est fixé, le critere de d”Alembert (pour les
suites) implique que

on a donc bien que le reste tend vers zéro : lim,_,. R,(x) = 0, pour tout
rzel =R.

Ceci implique que I’exponentielle peut étre écrite a ’aide de sa série de MacLaurin,
pour toutréelz € I'=1NI, NI =R:
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Remarque 11.3. En général, dans les livres d’analyse, la fonction exponentielle
est définie par sa série de MacLaurin, ce qui représente toutes sortes d’avantages.
Mais bien sfir, si on la définit par sa série, il faut ensuite démontrer que des pro-
priétés classiques, comme par exemple eV = e”e? ou (e*) = e”, sont effectivement
vérifiées.

Exemple 11.9. Considérons le sinus hyperbolique,

x —x

e

sinh(z) := —— ‘

2

Puisqu’on a déja la série de Taylor de e”, et que celle-ci converge pour tout z € R,
il suffit d’écrire

1
sinh(z) = 5(696 —e ")
1 xk (—x)’“)
2 k! k!
k>0 k>0
L(A—(=1)" &

Tl 2

k>0

Mais puisque

1—(=1)% [0 kpair
2 1 kimpair,

seuls les termes d’indices impairs demeurent. On a donc

‘ PRI p2k+1
Slnh(l’):l'—i-?—'—g—l-:Zm, Vr e R

k=0

De méme pour le cosinus hyperbolique,
cosh(zx) := i,
2
22 ot 2k
COSh(JI)—l—Fa—FE‘i‘—;@, Ve e R

Exemple 11.10. Considérons le développement de MacLaurin de f(z) = sin(x) €
C>°(R). On peut écrire ses dérivées de fagon compacte,

f™(z) = sin(z + ng),

ce qui donne f((0) = sin(nZ). On a donc que toutes les dérivées d’ordre pair sont
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11.4. Exemples

nulles, f2¥(0) = 0, alors que f+Y(0) = (—1)¥, ce qui donne une série de Taylor

(=D" ot
Z(2k+1)!$k+ ‘

k=0

On vérifie facilement que cette série converge pour tout x € I, := R. Le reste étant

R.(z) = x”“f((j:igf), et puisque | f"*V(u)| < 1, on a aussi que R,(z) — 0 pour

tout x € I, := R. Ceci montre que la série de Taylor décrit f sur toute la droite :

_1TL
sin(:c):x—x_'+x_._...zz<2(n+)1)!x2n+17 Vr e R

n>0

On peut procéder de méme pour montrer que

Voyons un exemple ot1 on est forcé de restreindre les valeurs de z pour pouvoir implé-
menter notre programme :

Exemple 11.11. Considérons f(z) = log(1 + z), définie sur I =] — 1, +oo[. Sur I,
f est infiniment dérivable, et ses dérivées sont données par

FO(@) = (D (k= D)1 +2) 7"

Ainsi, sa série de MacLaurin est

et on a vu que l'intervalle de convergence de cette série entiere est [, :=| — 1, 1],

L’étude du reste est plus délicate. Si z € I,

| R (2)] = [2"en(2)]

_ n+1 f(TH_l) (U’)
=" (n+1)! )
n+1

1 ‘ x
n+111+4+u
On voit que pour tendre vers zéro, il faut s’assurer que |7, | < 1. Distinguons les
cas. D'une part, si z > 0, alors v > 0, et donc

oz
14w

X
<z<l,

14w
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ce qui permet d’écrire

1
n+1

IR, ()| < — 0 lorsquen — oco.

D’autre part, si -1 <z < 0Oalors 1 +u > 1+ > 0 et donc

_
Cl4u 142

T
1+uw

. 2 . —z . ) . A 1
Donc pour garantir ‘1+_u| < 1, on peutimposer 7= < 1, quiest équivalentaz > —3.

Donc R,(z) — 0 des que z € I, := [—3,1]. Ainsi, on a montré que

(=D !
log(1+2z) = Z T Vo € [—3,1]
k>1
tln(1sx)

(0
K

k2

™

On ne le fera pas ici, mais on peut en fait montrer que la série de MacLaurin repré-
sente la fonction sur tout l'intervalle | — 1, 1].

Si on utilise le développement ci-dessus en = = 1 (juste sur le bord de l'intervalle ot
on a le droit de I'utiliser!), on peut écrire

11 1 1
log(2)=10g(1+1):1—5—{—5_14_5...
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Remarque 11.4. On peut aussi montrer, avec une méthode quin’a rien a voir avec
les développements limités (voir ici), que

11
log(2) —
8 =15 5t st

Exemple 11.12. On peut montrer que pour tout z € R,

3 5 7 L {L‘2k+1

T T T
t — __|_____|_...—E —1
arcan(x) T 3 5 7 ( )

Remarque 11.5. Puisque arctan(1) = 7, on peut utiliser cette série de Taylor pour
représenter 7 :

11 1 1
7724%:4arctan(1):4<1—§+g—?+§"-)

Chaque somme partielle de cette série fournit une approximation du nombre .
Par exemple, a 'ordre 11,

11 1 1 1
24(1—— Sz ———) — 2.9760- - -
" 375 779 n
Cette approximation n’est pas trés bonne, car les sommes partielles de cette série se
rapprochent assez lentement de leur limite. En fait, il faudrait aller jusqu’a I’ordre

300 pour avoir seulement deux décimales correctes :

N4(1 S S S NS S 1 )
= 375 79 11 299 ~ 301
— 3.14821500 - - -

Il existe d’autres séries voir Wiki) qui permettent d’approximer 7, dont les sommes
partielles s’approchent beaucoup plus rapidement de leur limite. Considérons par
exemple la formule de Chudnovsky (1987) :

k>0
Avec 11 termes,
2<1 n 2 n 22912 n n 211(11!)2>
7T : — P S —
3! 51 23!
= 3.14135&84 . ..
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11.4. Exemples

11.4.1 Des fonctions que I’on ne peut pas représenter par une série
de Taylor?

Voyons maintenant un exemple d"une fonction qui est infiniment dérivable en un point
mais qui ne peut pas étre représentée par sa série de Taylor, méme si cette derniere est
bien définie :

Exemple 11.13. Considérons
1
e =2 six#0
€Tr) =
/(@) {0 sizx=0.

Clairement, f est infiniment dérivable partout en dehors de z = 0. En travaillant
un peu plus (laissé en exercice), on peut montrer que f est également infiniment
dérivable en = = 0, et que ses dérivées en ce point sont toutes nulles :

fPO)y=0 Vk>1.
On en déduit que le DL(n) en z; = 0 existe, et est donnée par

fl@)=0+0-24+0-2+ - +0-2"+ Ry(x)
=0 =f()

On en déduit que sa série de MacLaurin est la série entiere dont fous les termes
sont nuls; elle converge donc en tout = € R, mais ne représente évidemment pas la
fonction...

1
Y.
u*bl-)ze. *

o f_[ﬁi’x" 3 N\ -Pm(o) zo ¥k

ke k!

Ce qui se passe, ici, c’est que le reste est égal a la fonction elle-méme, et donc pour
tout z # 0, lim,,_,, R, (x) # 0.
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Chapitre 12

Intégrale

12.1 Introduction

Le probleme original du calcul intégral était de calculer des aires, des longueurs et des
volumes, pour des objets géométriques du plan ou de I'espace, plus compliqués que les
formes simples de la géométrie, tels que triangles, rectangles, cercles, parallélépipedes,
spheres, ...

Plus tard, surtout apres les travaux de Newton et Leibniz a la fin du XIIXeme siecle,
le calcul intégral permettait d’aller bien plus loin que le calcul des aires et de volumes,
trouvant des applications a la mécanique, thermodynamique, etc., plus tard a la théorie
des probabilités, puis a tous les domaines des sciences.

12.1.1 Aires de régions simples

Nous nous concentrerons, dans cette introduction, sur des régions particuliéres du
plan, limitées par le graphe d'une fonction et un axe. Donc dans cette section nous
traiterons uniquement des fonctions dont les valeurs sont positives; dans les sections
suivantes on passera au cas plus général. On va donc considérer une fonction sur un
intervalle fermé et borné, f : [a,b] — R, telle que

flz) =0 YV € [a,b]

On considérera la région délimitée par le graphe de f, par I'axe Oz, et par les deux
droites verticales x = a etz =b:

O

v

u— cmmam=oa

Faire seulement le rectangle Commencons par un cas tres simple mais trés important :

Compilation: 2026-09-07 12:47:07+02:00. Version Web: https://botafogo.epfl.ch/analyse-1-flipped


https://botafogo.epfl.ch/analyse-1-flipped

12.1. Introduction

Exemple 12.1. Considérons une droite horizontale, c’est-a-dire une fonction constante,
f(x) = CVz € [a,b], out C est constante strictement positive.

M

C ¢

&>

G Freccccescany

O Frmccecmae

Dans ce cas, la région en question est un rectangle, et 1’aire se calcule par

aire = base x hauteur = (b—a) x C =C(b—a).

Exemple 12.2. Si on considére maintenant la région délimitée par une droite de
pente non-nulle, d’équation

y=f(x)=mx+h Va € [a,b],
positive en tout point de [a, b,

"N

:F(x) = wmx +h
g\

e o s = na

p(b)

.
.
L]
.
L]
]
H

fea)

L 4

o b

alors la région considérée est un trapeze (si d’aventure f(a) = 0 ou f(b) = 0, c’est
un triangle), dont on calcule l'aire en faisant

aire = moyenne des bases x hauteur

NETI
_ (ma+h)—2|—(mb+h) « (b—a)

_ %m(bQ — )+ h(b—a).
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12.2. Définition de l'intégrale de Riemann-Darboux

Exemple 12.3. Finalement, si on considere
f(z) :=VR?—2a? Vo € [-R,R|,

alors la région considérée est un demi-disque de rayon R,

et donc son aire est )
aire = §7rR2 .

Les exemples ci-dessus font partie des quelques cas de figures géométriques du plan
dont on peut calculer I'aire sans avoir recours au calcul intégral.

12.2 Définition de l'intégrale de Riemann-Darboux
Dans toute cette section, on fixera une fonction bornée f : [a,b] — R.

Pour garder en téte l'interprétation en terme d'une “aire sous la courbe”, les illustra-
tions se feront la plupart du temps pour une fonction positive.

O

- ee ==

v

G- cemasm=a

Pourtant, la construction de l'intégrale que 1’on va donner ci-dessous est indépendante
du signe de la fonction sur l'intervalle.

12.2.1 Subdivisions

L’'idée générale de base de l'intégration est d’approximer un objet compliqué a I'aide d'une
union d’objets simples. Dans 1'intégrale d"une fonction, on approxime l'aire sous le graphe
de f : [a,b] = R al’aide de “régions simples” qui sont des rectangles.

La premiére étape est de diviser l'intervalle :
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12.2. Définition de l'intégrale de Riemann-Darboux

Définition 12.1. On appelle subdivision (aussi : partition) de l'intervalle [a, 0]
toute collection ordonnée de nombres

Aa=Tg < T <Xy < < Tp_1<x,=>.

On notera en général une subddivision par la lettre

0 = (l’o, T1,To, " ,Tp-1, xn) .
Soit o = (zg, 21,22, ,Ty_1,2,) une subdivision de [a,b]. On définit, pour tout k£ €
{1,...,n}, Vintervalle
Ik = [ka_l,ﬂfk] .
Tw
o —~—— b
To Xy Ly XAy, o2, - X, X,

Notons qu’en général, les intervalles I, I, . .., I,, ne sont pas forcément tous de méme
longueur.

Définition 12.2. On appelle subdivision réguliere (a n éléments) de [a, b] la sub-
division dont les intervalles I}, ont tous taille =%, ¢’est-a-dire pour laquelle z;, =
a+ k:b_T“ :

o= (a,a+I’_T“,a+2b_7“,...,a—|—(n—1)b_—“,b)

n

bea

w
0. ce w C—) oo . b
Xo X, X, - x,

Une fois que 1’'on se donne une subdivision, on peut 1'utiliser pour diviser la région

sous le graphe de f en régions plus fines, qui commencent a ressembler a des rec-
tangles :

b o e e c e e e e e acsereSonnae
e ® s esssss s mm e =
pPerrrrnwe cms e+ > o =oe

he =« = s c magmecccasss

ceme e Bs.e sOms e

L 3

p---———----....-

X
(a]
~
X
&
£
o
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12.2. Définition de l'intégrale de Riemann-Darboux

12.2.2 Sommes de Darboux

Pour une subdivision donnée o = (¢, 1, %2, - - , Tp_1, T,), introduisons pour tout k €
{1,...,n}, les nombres
my = inf f(z), My, == sup f(x),
$€Ik CBGIk

Puisqu’on suppose que f est bornée, ces nombres sont finis.

On peut alors définir deux sommes associées a la subdivision o :

Définition 12.3. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée, et ¢ une subdivision de
[a, b]. On définit :

1) la somme de Darboux inférieure,

Par définition, B
S,(f) < 8:(f)-

Considérons la fonction sur l'intervalle [, = [z;_1, zx]. Dans le cas ot f(z) > 0, my(x) —
Ty_1) (resp. My(xy — x_1)) représente 1'aire d’un rectangle, dont le coté supérieur est
situé en-dessous (resp. en-dessus) du graphe de f.

M

S
x

S
x
!

K

boevevsnoewnsesowcde

Donc sur [, la vraie aire sous le graphe peut toujours étre comparée aux aires de ces
deux rectangles, ce qui a pour conséquence que globalement, 1’aire sous la courbe peut
étre minorée et majorée par les sommes de Darboux :

S,(f) < aire < So(f).
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p-c--——---....
(o R LR R L D
L' 4

X
L
~
R
&
£

Voyons maintenant comment se comportent les sommes de Darboux lorsqu’on rajoute
un point a la subdivision :

Lemme 12.1. Soito = (zg,z1,...,2Tk—1, Tk, - . ., T,) Uune subdivision de [a, b, et soit
o = (o, 21,...,Tk-1,Y, Tk, - - . , Tp,) la subdivision obtenue en rajoutant un point y a
o, entre r,_, et x;. Alors

S,(f) < S, (f) < S (f) < S,(f).

A priori, S, (f) et S,(f) sont des nombres différents : S, (f) < S,(f). Mais le lemme
ci-dessus nous dit qu’ils ne peuvent que se rapprocher lorsque 1'on rajoute des points
dans la subdivision. On s’attend donc a ce que pour des fonctions “raisonnables”, il soit

possible de rendre S (f) arbitrairement proche de S,(f), en prenant une subdivision
suffisamment fine :

S, = 1.0066
§ (N) = 0.8581
Darbouxsup 7
Darbouxinf
Riemann
—0 N=8

Ceci motive la définition suivante :

Définition 12.4. Pour une fonction f : [a,b] — R bornée, on définit les nombres

S(f) = Sgpﬁg(f),
5(f) = inf 5,(f).

Si S(f) = S(f), on dit que f est intégrable au sens de Riemann/Darboux . On
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appelle le nombre S = S(f) = S(f) = S l'intégrale de f, et on le note

S:/abf(x)dx.

Par convention, on définit

/aaf(a:)dx =0.

Remarque 12.1. Le symbole ff f(x) dz représente un nombre, qui ne dépend pas
du “2” qui apparait deux fois. On appelle ce “z” une variable d’intégration. C’est
une variable muette, dans le sens ot elle est uniquement utilisée pour construire

I'intégrale; l'intégrale n’en dépend pas explicitement. Donc on pourrait aussi écrire

I=/abf(Z)dZ=/abf(a)da=/abf(m)dmz---

Les nombres a et b sont appelés bornes d’intégration.

Informel 12.1. A propos de la terminologie : Le symbole [, apparemment intro-
duit par Newton, est une espece de “S”, qui peut rappeler 1'origine de 1'intégrale :
“somme”.

A strictement parler, I'intégrale au sens de Riemann passe par la définition des sommes
de Riemann

Si(f) = flap) @k — zpm1) |
k=1

ou pour tout k = 1,2,...,n, zj est un point quelconque choisi dans I, = [z4_1, zx]. Ces
sommes satisfont toujours

S,(f) < 55(F) < 56(f).

12.3 Les fonctions intégrables

Se pose maintenant la question de savoir quelles fonctions sont réellement intégrables
au sens de la définition donnée plus haut.

Commengons par un exemple (trop) simple.

Exemple 12.4. Soit f : [a,b] — R une fonction constante : f(x) = C.
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i

[T T

l‘--

p emeecc co=s
3{.
&

Si ¢ > 0, on sait que l'intégrale doit exister, et puisqu’elle représente 'aire du
rectangle de base [a,b] et de hauteur C, elle doit étre égale a C'(b — a). Voyons
pourquoi c’est effectivement le cas.

Soit o une subdivision de [a, b]. Puisque m;, = C pour tout k, la Darboux inférieure
vaut

S,(f) =" mulwg — w4 1)

== OZ(CL’k — l’k_l)
k=1

= C((pr = wo) + (29— 21) + -+ + (T — L))
= C(x, — z0)
=C(b—a).

Pe méme, M;, = C pour tout k, et donc la somme de Darboux supérieure vaut
S (f) = C(b—a). Puisque les sommes ne dépendent pas du choix de la subdivision,
ceci implique

S(f) = Sgpﬁg(f) =C(b—a),
S(f) = igfgo(f) =C(b—a),

et donc S(f) = S(f), ce qui entraine que [ est intégrable et que son intégrale vaut

/abf(x)da::C(b—a).

Ce dernier exemple est excessivement simple : puisque la fonction est constante, les
sommes de Darboux sont constantes et ne dépendent pas de la subdivision, donc ne
donnent aucun travail particulier.

Mais en général, des que la fonction n’est plus constante, les sommes de Darboux sont
toujours différentes, S, (f) < S,(f), peu importe la subdivision, et montrer qu’elles

peuvent malgré tout étre rendues proches 1'une de l'autre semble étre un probléme
difficile.

Dans la section suivante, nous allons donner un résultat qui, méme s’il ne permet pas
forcément de calculer une intégrale, pourra au moins garantir 'intégrabilité...
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12.3. Les fonctions intégrables

Remarque 12.2. Les résultats énoncés sur cette page sont donnés sans démons-
tration, puisqu’ils reposent tous, pour la plupart, sur la notion de continuité uni-
forme, une notion qui n’est pas traitée dans ce cours.

12.3.1 Une condition suffisante pour 1'intégrabilité : la continuité

Théoréme 12.1. Si f : [a, b] — R est continue, alors elle est intégrable.

Par conséquent, toutes les fonctions fondamentales (polynomes, fonctions trigo, expo-
nentielles et logarithmes) sont intégrables sur les intervalles fermés et bornés contenus
dans leurs domaines.

En fait, on peut montrer qu’il suffit que f soit continue par morceaux pour étre inté-
grable :

S/

9-—--

La résultat ci-dessus a la conséquence suivante : si une fonction n’est pas intégrable,
c’est qu’elle doit étre “tres discontinue”.

Exemple 12.5. Soit f : [0, 1] — R définie par

)1 sizeQnio,1],
f(x)'_{o siz e (R\Q)N0,1].

On voit facilement que S, (f) = 0 et S,(f) = 1, quelle que soit la subdivision o.
Donc f n’est pas intégrable.

Voyons ensuite un résultat qui montre que 'on peut en principe calculer 'intégrale
d’une fonction continue en choisissant des suites de subdivisions.

Pour une subdivision o = (xg, 21, . . ., x,), on définit
lo| := max |zp — xx_1].
1<k<n

Théoréme 12.2. Soit f : [a,b] — R continue, et V) une suite de subdivisions telle
que, dans la limite ot N — oo,
o™ = 0.
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12.3. Les fonctions intégrables

Alors , \
gg(N)(f) — / f(z)dz, etS, v (f) — / f(z)dz.

(N)

Dans la pratique, on utilise souvent une suite de partitions réguliéres, ot1 0"/ contient

N intervalles de longueurs égales. Voyons cela sur un exemple.

Exemple 12.6. Considérons l'aire sous la “parabole d’Archimede”, dont 1'équa-
tion est
flz)=1—27, r e [-1,1].

b
—0
S, = 1.5391
N=9 B

Darbouxsup S, = 1.0974

Darbouxinf

Riemann

o — 0 + <« 11 -

Par parité, il suffit de calculer l'aire de la moitié de l'aire sous la courbe, disons la

partie de droite :
1 1
/ f(x)dsz/ f(x)dx.
-1 0

[ étant continue, on peut utiliser le théoreme et calculer I'intégrale en utilisant une
suite de subdivisions Le plus simple, dans ce cas, est d’utiliser des subdivisions
régulieres. Prenons donc la suite de subdivisions oV, 0?), ... définie par
N 1 2 N-1
O'( ): <O’N’N""7_’1)’
Dans ™), ona que 7, — 7,1 = ~.
On peut maintenant récrire précisément la somme de Darboux supérieure :

e

Son ()= 3 I 5
| Nl I
=2 (- (%))
_, 1 N-1 )
— —m -:0‘]
()N -1+ 1)
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12.3. Les fonctions intégrables

Dans cette derniere ligne, on a utilisé la formule

1)(2 1
12+22+32+42+”_+n2:n(n—|— )6(n+ )

(Pour une preuve, voir ce qui a été fait ici (lien!).)

Dong, par le théoréme,

1
/0 fx)de = lim S n(f)

o (N—DNEN -1)+1)
=1= lm 6N3

ce qui implique

4
f(z)de = 3= 1.33333... .

-1

12.3.2 Propriétés des fonctions intégrables

(ici, Video: v_integrale_proprietes.mp4)

Proposition 12.1. Soient f, g : [a,b] — R intégrables.

1) Linéarité : pour toutes constantes \;, A\, € R,

/ab(Alf(a:) + Aag(x))dz = M\ /ab f(@)dz + A /abg(x)dx‘

2) Pour tout a < ¢ < b, on a la relation de Chasles

/abf(x)dx _ /acf(x)der/cbf(x)dx.

3) Si f(x) < g(x) pour tout x € [a, ], alors

[ rwae < [ gwac.

4) Sia < f(x) < p pour tout = € [a, b], alors

a(b—a)g/ f@)dz < Blb—a).
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12.4. Le Théoréeme de la Moyenne

5) b b
/af(x)d:vlé/a £ ()| de .

La relation de Chasles est valable seulement lorsque a < ¢ < b, mais pour qu’elle reste
vraie plus généralement,

/abf($)d:v+/baf(:v)dx:/aaf(:r)dx:(),

nous adopterons la convention suivante :

/baf(x)dx::—/abf(x)dm.

12.4 Le Théoreme de la Moyenne

12.4.1 La moyenne d’une fonction?

En arithmétique, on définit la moyenne d’une famille de nombres x4, z5, ..., xy par

1
3:N(I1+$2+"'+$N)

Kl

Si on veut calculer la valeur moyenne d’une fonction f : [a,b] — R, on ne peut pas
simplement sommer ses valeurs , et on a naturellement recours a l'intégrale :

Définition 12.5. Si f : [a,b] — R est intégrable, on définit sa valeur moyenne sur
la, b] par

Fim bia/abf@)dx-

f est I’analogue continu de la moyenne discrete 7. En effet,

* alasomme des xy, k € {1,..., N} correspond l'intégrale des f(z), x € [a,b], et

% a la division par la taille de I’échantillon, %, correspond la division par la lon-

gueur de 'intervalle ;.

Lorsque f(z) > 0, on peut interpréter le nombre f géométriquement : ’est I'unique
nombre tel que le rectangle de base [a, b] et de hauteur f ait méme aire que la région
sous la courbe.
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12.4. Le Théoreme de la Moyenne

? A /\ VI\ pr‘*n Unv
a T b

Informel 12.2. Supposons que la région sous le graphe de f est une forme faite de
glace, contenue dans un récipient de base [a, b]; la quantité de glace présente dans

cette forme est égale a
b

Si on laisse la glace fondre, apres un certain temps, toute la glace s’est transformée
en eau, dont le niveau dans le récipient est a une certaine hauteur f. Puisque la
quantité d’eau est (en premiére approximation) égale a la quantité de glace initiale,
on doit avoir

<b—@f:[fﬂmdw

Le niveau d’eau coincide donc avec la valeur moyenne de f.

Théoréme 12.3. (Théoreme de la moyenne) Si f : [a,b] — R est continue, alors il
existe ¢ €]a, b] tel que

b
10 == [ far.

;

O
o F----D

7

9 whec s ansmcnse

Preuve: Comme f est continue, elle atteint une valeur minimum m et une valeur maximum M ;
de plus, Im(f) = [m, M], ce qui implique m < f(z) < M pour tout = € [a, b], et donc aussi

b b b
/md:ﬂé/ f(:x)d:cé/ M dx,
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12.5. Théoreme Fondamental de I’Analyse

ce qui donne, apres division par b — a,
m< f<M.

Ainsi, f € Im(f) et donc il existe au moins un ¢ €la, b[ tel que f(c) = f.

Exemple 12.7. Considérons encore la parabole d’Archimede, qui est le graphe de
la fonction continue f(z) = 1 — 2%, z € [—1, 1]. Sa valeur moyenne est donnée par

. 1 ! 1 4 2
=iy [0 =55 =3

“+gl
[1}
W\

T L L T

v

-2 +1

On voit qu’il existe deux nombres, ¢ = i\/% €] — 1,1], tels que f(c) = f.

Remarque 12.3. Remarquons que si f n’est pas continue, alors le résultat n’est
pas toujours vrai :

/

' ~——i
' . [}
' A R
a b

Cette fonction est manifestement continue par morceaux, donc intégrable, et sa
valeur moyenne f est bien définie. Par contre, il n’existe aucun ¢ €ja, b] tel que

fle)=T.

12.5 Théoreme Fondamental de 1’Analyse

Tdic

Klg)= lim Aleeh)=Ale)
Weo W

xih
(-\/\ff/(\' Abeb)s [ g &

el
i [ ‘ = p0de v § hoae
+— S S
3 % mn

Ale) = f)h
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12.5. Théoreme Fondamental de I’Analyse

(ici, Video: v_integrale_TF_1.mp4)
Maintenant que 1'on a défini l'intégrale et que 1'on a étudié ses principales proprié-

tés, revenons au probléme plus appliqué, qui est celui de savoir comment calculer

I, f()da.

12.5.1 Une fonction auxiliaire

Dans cette section, nous supposerons en général que f : [a, b] — R est continue.

Définition 12.6. On appelle fonction aire (associée a f) la fonction A : [a,b] — R
définie par

Alz) = / )t .

Remarque 12.4. On a pris soin de nommer la variable d’intégration différemment
(on a choisi “t”, mais on aurait pu prendre n'importe quelle lettre différente de z),
pour montrer que la dépendance de A(x) en x est dans la borne supérieure de
I'intégrale.

Comme son nom l'indique, A(z) peut étre interprétée, lorsque f est positive, comme
l'aire sous le graphe de f, entre les droites verticales d’abscisses a et x respectivement.
Cette aire dépend bien stir du choix de = :

F ox)

>

Alx)

9-—---—-
K

b

Par définition, on a A(a) = 0, et notre but est de calculer A(b).

Exemple 12.8. Si f(z) = mx + h, est positive sur [a, b], alors A(x) est une aire de

trapeze :
N
P00) = mx +h
/.;/‘:
P A :
o x b
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12.5. Théoreme Fondamental de I’Analyse

On peut donc calculer explicitement :

Ao = (o 0 1022
= %m(mz —a®) + h(z —a).

Remarque : A(z) est dérivable sur |a, b], et

Alx) = <%m(1’2 —a®) + h(z — a))/ =mz+ h = f(z) ("

Cette propriété surprenante que 1'on vient d’observer, a savoir que la dérivée de la fonc-
tion aire est égale a la fonction, est en fait toujours vraie...

12.5.2 Premiéere partie

Théoréme 12.4. (Théoreme Fondamental, premiere partie) Pour toute fonction
f :la,b] — R continue, x — A(x) est dérivable sur |a, b], et sa dérivée vaut f :

Al(z) = f(x) Va €]a,b].

Preuve: Fixons x €]a, b], et montrons que

Al +h) — A(z)
=A@ _ ).

D’abord, puisque a < x < z + h, la relation de Chasles entraine

lim

h—0t

z+h
mx+m:A@yﬁ/ F(t)dt,

qui permet d’écrire

h T h
Maintenant, le Théoréme de la Moyenne, appliqué a 1'intégrale du membre de droite de cette
derniere égalité, garantit 1’existence d'un ¢;, €]z, x + h[ tel que

Az +h) - A(z) 1/I+hf(t)dt.

z+h
P rd= s,

Or lorsque h — 0", ona ¢, — x*, et comme f est continue en z cela donne

lim Alw +h) = Alw) = lim f(ep) = lim f(c) = f(x).

h—0t h h—0t c—xt

On procéde de méme avec la limite » — 0™, pour montrer que

A(z +h) — A()

li = .
he0- h /(@)
Ceci montre donc que A’(z) existe et vaut f(x). O

Les fonctions qui, comme A, sont dérivables, et dont la dérivée vaut f, portent un
nom :
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12.5. Théoreme Fondamental de I’Analyse

Définition 12.7. Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert. Une fonction
F dérivable sur cet intervalle et telle que F’ = f est appelée une primitive de f.

Informel 12.3. En anglais, on utilise le terme “antiderivative”, plus approprié
puisqu’il exprime parfaitement la propriété qui définit F.

Exemple 12.9. Par exemple, F(z) = x — 9”3—3 est une primitive de f(z) = 1 — 2?2,
puisque
34/
/ o . l‘_ — 2 —
F(a:)—<:1: 3) 1—2° = f(x) V.
Remarquons que G(z) = = — x—; + %2 est aussi une primitive de f(z), puisque la

constante %2 a une dérivée nulle, et donc G'(z) = f(z).

On le voit dans ce dernier exemple : lorsqu’une fonction posséde une primitive, elle en
possede une infinité, puisqu’on peut toujours ajouter une constante arbitraire qui ne
contribue pas a la dérivée.

Le lemme suivant a déja été démontré précédemment (conséquence du Théoreme des
accroissements finis, ici (lien!)).

Lemme 12.2. Soit / un intervalle ouvert, et soient F, G : I — R deux primitives
de f, alors il existe une constante C telle que

F(z)=G(z)+C Vrel.

Avant de poursuivre, une conséquence de ce qui précede :

Lemme 12.3. Si f : [a,b] — R est continue, alors A : [a, b] — R est continue.

Preuve: La continuité en les points z( €la, b[ suit de la dérivabilité démontrée plus haut. Il
reste donc a vérifier la continuité sur le bord. Pour démontrer la continuité a droite en a, on
peut profiter du fait que f est bornée (puisqu’elle est continue) : il existe une constante C telle
que|f(t)| < C pour tout t € [a, b]. Par conséquent,

A= [ swa|< [Crola<e [Ca-cp-a),
qui implique
lim A(x) =0= A(a).
z—at
On montre de méme que lim,,_,;,- A(x) = A(b). O
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12.5. Théoreme Fondamental de I’Analyse

12.5.3 Deuxieme partie

(ici, Video: v_integrale_TF_2.mp4)

Théoréme 12.5. (Théoreme Fondamental, deuxiéme partie) Soit f : [a,b] — R
continue, et soit F' : [a,b] — R une primitive de f sur |a, b, continue sur [a, b]. Alors

b
/ f(z)dex = F(b) — F(a).

Parfois, on utilisera aussi la notation

Preuve: On sait que la fonction aire A(z) = [” f(t)dt est une primitive de f. Donc, par le
lemme précédent, il existe une constante C telle que A(x) = F'(z) + C pour tout x €]a, b]. Par
continuité, ceci implique aussi que A(a) = F(a) + C et A(b) = F(b) + C. On trouve la valeur
de C en remarquant que A(a) = 0, ce qui implique C' = —F(a). On a donc

b
/ f(z)dx = A(b) = F(b) — F(a).

Exemple 12.10. On a déja vu une primitive de f(z) =1 —2?: F(z) = 2 — Z.On
peut donc recalculer Iaire sous la parabole d’Archimede :

Le Théoreme Fondamental a montré que le calcul d"une intégrale peut, en principe, se
réduire a un calcul de primitive. Or la recherche d'une primitive peut souvent repré-
senter un travail considérable, méme pour des fonctions simples.

Nous allons dong, apres avoir dit quelques généralités, passer un certain temps a dé-
crire quelques-unes de méthodes classiques de calcul de primitives, appelées aussi mé-
thodes d’intégration.
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12.6. Primitives élémentaires

12.6 Primitives élémentaires

(ici, Video: v_integrale_primitives.mp4)

Le Théoreme Fondamental garantit que si une fonction f(x) est continue sur un inter-
valle, alors elle posseéde toujours au moins une primitive, donnée par la fonction aire
calculée entre un point a (quelconque dans ) et x :

A(z) = / F(t) dt.

Nous savons aussi que si une fonction possede une primitive /' alors elle en possede
une infinité, puisque 1’on peut toujours ajouter une constante arbitraire a F'.

Remarque 12.5. Méme si toute fonction continue possede une primitive, cela ne
veut pas dire qu’on peut la calculer explicitement. Par exemple, la fonction

fla)=el

étant continue, elle posséde une primitive. Mais on ne peut pas I'exprimer de fagcon
simple. Plus précisément, il n’est pas possible d’écrire sa primitive a I'aide d"une combinai-
son linéaire finie de produits ou compositions de fonctions élémentaires. . Voir la remarque
a 4min50 ici (3BluelBrown).

Définition 12.8. Soit f une fonction continue. On appelle intégrale indéfinie de
f la famille de toutes ses primitives. On la notera :

/f(x) dx ou F(x)+C,

Commengons par lister I'intégrale indéfinie des principales fonctions élémentaires :
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12.6. Primitives élémentaires

f(x) F(x)
k (constante) kx + C
,I,(} +1
(o # —1) - + C
o1
1
7 (x > 0) 2x+C
1
— (x #0) log|z| 4+ C
x
e” et +C
(j.i
1" C
¢ log(a) "
sin(r) —cos(x) + C
cos(x) sin(x) + C
tan(x) —log | cos(z)| + C
1
— (x| < 1 arcsin(x) + C
—— (I« <1) (x)
l ¥
T2 arctan(z) + C
sinh(x) cosh(x) + C
cosh(x) sinh(xz) + C'
tanh(z) log(cosh(z)) 4+ C

12.6.1 Propriétés de l'intégrale indéfinie

Enongons quelques-unes des propriétés élémentaires de l'intégrale indéfinie (on sup-
pose partout que les fonctions intégrées sont contintiment dérivables).

N /kf(x)dx:k/f(x)dx
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12.6. Primitives élémentaires

/f(%uy dx_/f dx+/()d

/f 9(2))d () dz = f(g(x)) +C

/ ((x)) dx =log |g(x)| + C (en supposant que g(z) # 0 sur l'intervalle considéré)
g\r

Beaucoup de primitives peuvent se calculer tres simplement si elles concernent une
fonction dans laquelle on peut observer une structure qui permet d’utiliser directement
une des relations ci-dessus. Parfois, une petite manipulation peut étre nécessaire avant
I'intégration.

Exemple 12.11. Considérons l'intégrale indéfinie

/:176_9”2/2 dx .

On observe qu’en posant g(z) = —%, on a ¢'(x) = —z. Dong, en insérant 1 =
(—1) - (—1), on fait apparaitre ¢'(x ) et on utilise [ f'(g9(z))g' (x) dx = f(g(x)) + C

/erQ/Q dr = — /(—35)6’62/2 dx
= —/eg(w)g'(x) dx

= 9@ L ¢
_6*12/2 +C

Dans la suite, on fera souvent ce genre d’opérations, sans forcément expliciter tous
les détails.

Exemple 12.12. Considérons l'intégrale indéfinie

14+x 1 x
dr = d d
/1—|—x2 v /1—|—:c2 $+/1—|—a:2 .

1
/ e dx = arctan(z) + C1 ,

1 2
/ * da::—/ < dx
14+ 22 2 14+ 22

:1/(”—de

2 1+ 22

On a d'une part que

et d’autre part

1
:§/log(1+x2)+02,
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12.6. Primitives élémentaires

donc

1 1
/ 0 :;2 dx = arctan(z) + 3 log(1+2?) + C.

(On a fondu les deux constantes en une seule.)

Exemple 12.13. A l'aide d’une opération semblable a celle de I’exemple précé-
dent,

/ log(m) do — /log(x)(log@))/dx - %(log(gj))2 +C.

X

Exemple 12.14. Simplement a I'aide du logarithme,

1
/1+xd9€—log\1+x\—|—0.

1 —1
/ dx:—/ de =—log|l — x|+ C.
1—= 1—=

Ceci permet alors de calculer par exemple une primitive de la fonction rationnelle
(un quotient de polynémes) suivante,

/ﬁdw:/u—x)lumdx
:%/<1—|1—x+1ix>dx

1 1
+x)+c

Ensuite,

= —log

2 1—=x

(Nous avons fait ci-dessus une décomposition en éléments simples, méthode sur la-
quelle nous reviendrons plus loin.)

Lorsqu’on cherche des primitives impliquant des fonctions trigonométriques, on aura
souvent recours a certaines formules trigonométriques.

/ sin?(z) dx .

En se rappelant (voir ici (lien!)) la formule

Exemple 12.15. Considérons

1-— 2
sinQ(a) = —CZS( @) ,
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on peut écrire

1-— cos 2:10
dx

/ sin?(z) do = /
_ / %d:p— ! / cos(22)(2z) da
2

sin(2z) + C'.

»-lklb—‘

Le calcul de primitives plus compliquées, lorsqu’il est possible, requiert 1'utilisation de
techniques d’intégration, que nous verrons dans les sections suivantes.

Informel 12.4. Internet abonde de vidéos dans lesquelles des gens calculent des
primitives, pendant des heures... Ces vidéos peuvent étre utiles si on cherche des
sources de problémes plus difficiles/faciles. Par exemple ici (attention : ces vidéos
supposent connues les principales techniques d’intégration).

12.7 Intégration : par parties

Soient £, 5 dérivables

L, (wg) = Plogeo + bew glle)
3

J g de = §pwgmar + [teogna

(ici, Video: v_integrale_primitives_parties.mp4)

Puisque la dérivée d'un produit n’est pas le produit des dérivées, il est clair que la
primitive d’un produit n’est pas non plus le produit des primitives...

[ t@gerar 2 ([ s@ o) ( [ gt r).

Pourtant, si f (ou g) est elle-méme une dérivée, on peut transformer [ f(z)g(z) dz en
une autre primitive.

Lemme 12.4. (Formule d’intégration par parties) Soient f, g deux fonctions de
classe C' sur un intervalle. Alors

/f@M@szﬂmm@—/fumme

En version “intégrale définie”
b
- [ #e)g@)da

[ rwa i =
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12.7. Intégration : par parties

Preuve: On part de la régle de dérivation

(f(2)g(x))" = f'(x)g(z) + f(2)g' ().

“_r

Comme les fonctions de part et d’autre du sont continues, on peut intégrer par rapport a

xz,

[(@g@) o= [ @y e+ [ g @) ds.

=f(z)g(x)+C

Informel 12.5. Pour utiliser la formule d’intégration par parties dans 'intégration
d’un produit, il faut choisir quelle partie joue le role de “f’(z)” (la partie que 'on
doit savoir intégrer), et quelle partie joue le role de “g(x)” (la partie que 'on doit
dériver). On utilisera le symbole “1” pour indiquer la partie qui sera intégrée, et
“1” pour celle qui sera dérivée :

[ @)@ do = 1@)gle) - [ 1@ @ do.
R

Voyons quelques exemples.

Exemple 12.16.

2 r? 1
/ f log(x) dxz;log(x)—/?-gdx
i
_x_Ql ()_/fd
=+ log(@ 5 do
2 2
:x—log(m)—x +C

Parfois, il peut étre nécessaire d’utiliser 'intégration par parties plus d"une fois :

Exemple 12.17.

I(x)z/é@@dx

Tl
= ¢” sin(r) —/ e® cos(x) dx
LI

= e”sin(z) — {ex cos(z) — /ex(— sin(x)) dx}
= ¢"{sin(z) — cos(z)} — I(z).

Compilation: 2026-09-07 12:47:07+02:00. Version Web: https://botafogo.epfl.ch/analyse-1-flipped


https://botafogo.epfl.ch/analyse-1-flipped
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Donc
I(z) = —(sin(z) — cos(x)) + C'.

L’intégration par parties peut aussi étre utile dans les cas oli on n’a méme pas deux
“parties”, simplement en écrivant que 1 = (z)":

Exemple 12.18.

1
/log(x) dx :/ 1 log(z) dx = zlog(x) —/x; dx
i

=zlog(z) —x+C.

12.8 Intégration : changement de variable

Nous allons présenter le changement de variable pour l'intégrale définie. Ensuite, nous
nous inspirerons de l'idée pour développer une méthode d’intégration pour l'intégrale
indéfinie.

12.8.1 Changement de variable dans une intégrale définie

(ici, Video: v_integrale_chgmtvariable.mp4)

Théoréme 12.6. Soit f : [a,b] — R continue. Soit aussi I un intervalle ouvert,
¢ : I — R une fonction de classe C'. Si [a, 3] C I et si

p(t) € la,b] Ve a,f],

alors

B e(B)
/ Flo(®)(t) dt = / f(z) do
a o(a)

Preuve: Comme f est continue, on peut considérer une de ses primitives; notons la F'. Définis-
sons G : [a, 5] — R par
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12.8. Intégration : changement de variable

Alors G est continue sur [«, 3], dérivable sur |a, 8], et G'(t) = f(¢(t))¢'(t). On a donc, en
utilisant deux fois le Théoréme Fondamental,

/jf(@( t)dt = /G’ t)dt

(6) - G(a)
(w(ﬂ)) F(p(a))
¢ (8)
= / f(x)dx.
p(a)
Remarquons que ce calcul utilise ’existence de la primitive F, mais uniquement comme une
étape de calcul. ]

Ce résultat sera utilisé le plus souvent dans le cas ot

pla) =a<p(f) =0,

et dans ce cas la formule du changement de variable devient

b B
/ f(z) dz = / Fo(t)' () dt

Exemple 12.19. Calculons

1
[:/ vV1—22dz
0

Géométriquement, cette intégrale représente 'aire d'un quart de disque de rayon
1 centré a l’origine. Donc on sait qu’elle doit valoir 7 ; voyons comment 1’obtenir
par le calcul.

Idéalement, on aimerait un changement de variable qui fasse disparaitre la racine.

1) On peut le faire a I'aide du changement de variable

x = p(t) :=sin(t), t €0, g}
qui satisfait les hypotheéses du théoreme puisque ¢(t) € [0, 1] pour tout ¢ €
[0, 7].
o 1
3 ‘. > X
3 \ + o t

Comme ¢ est aussi croissante sur [0, 7], et ¢(0) = 0, p(5) = 1, la formule du
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changement de variable donne

(5
I =
»(0)

) V1—a22de = /5 V1= ()2 (t)dt

= /2 | cos(t)| cos(t) dt

0

3
= / cos?(t) dt
0
t sin(2t)y|z .
B {5 Ty } o 1
2) On aurait aussi pu poser
x = p(t) := cos(t), tel0,3],

Mais comme ¢(0) = 1, p(5) = 0, la formule devient

©(0) 0
I= / V1—22de = / 1 —(t)2¢/(t) dt
o (%) 5

_ / [ sin(t)|(— sin(t)) dt

us

12.8.2 Changement de variable dans une intégrale indéfinie

Attention : La vidéo ci-dessous s’écarte sensiblement du texte.

(ici, Video: v_integrale_primitives_chgmtvariable.mp4)

Décrivons une méthode d’intégration, inspirée de la formule du changement de va-
riable vue plus haut. Mentionnons avant de commencer que cette méthode permet de
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calculer efficacement de nombreuses primitives, méme si la présentation qui suit n’est
pas tout a fait rigoureuse.

Soit f une fonction continue, dont on cherche une primitive F'. Introduisons une autre
variable ¢ en posant

z= (1),
ol ¢ est une fonction de classe C'. La primitive cherchée peut donc s’exprimer en
fonction de la nouvelle variable :

F(x) = Fe(t)) = G(1)
Or G(t) est primitive de f(p(t))¢' (), puisque

G'(t) = F'(p(1)¢'(t) = f(e(t) @' (1) -
Pour connaitre F'(x), on pourrait donc
1) Calculer G(t), c’est-a-dire

awzfﬂwm¢ww

2) Si g est inversible, obtenir F' par

F(z) = G(t) = Gl (z)) -
On écrit la relation F'(z) = G(t), parfois, par abus de notation,

[ @y = [ sempe .

Exemple 12.20. Considérons l'intégrale indéfinie

/ sin(2z) dz .

On aimerait que 2z = ¢ donc on pose z := ¢(t) = £. On commence par calculer

/Sin(t) dt = —% cos(t) + C

N | —

Git) = [ fe®)etydt =
puis on inverse :

F() = Gl (z)) = G(2) = _% cos(2) + C'.

Exemple 12.21. Considérons l'intégrale indéfinie
/ Y da
r+1
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Posons = + 1 = ¢, c'est-a-dire © = ¢(t) := ¢t — 1. On commence donc par calculer

z/f(sO( t)dt = /Edt
:/{1—%}@

=t—loglt|+C,
puis on inverse pour obtenir
F(z)=G(p ' (z)) = (z+1) —loglz+ 1|+ C.
Si on écrit les choses de fagon plus compacte :

/x+1 x—/gdt /(1—¥>dt

=t—log|t|+C
=(x+1)—loglz+1]+C

Sur la fin de ce dernier exemple, on voit que I’on peut aisément se passer de la mention
explicite des fonctions ¢, G et F'; ce qu’on fera dans le prochain exemple.

Exemple 12.22. Considérons la primitive (en supposant bien stir que = > 0)

/ dz
r + zlog(x)?”
On se souvient que (log(z))’ = 1, on peut donc poser t = log(z), qui donne
/ dx B / 1 dx
r+axlog(z)? ) 14log(x)? o

1
= dt
/1+t2

= arctan(t) + C
= arctan(log(z)) + C'.

12.8.3 Changements de variables de types trigonométrique ou hyper-
bolique

Dans cette section, on consideére des changements de variable dont le but est d’intégrer
des fonctions contenant des termes d"un des trois types suivants :

\/a2 — 22 , \/@2 i [)21.27 \/a2x2 — B2
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Pus egpiralimant : | Si o fouchion & iwhiger conbiont i barine
ol forva

on pourra. eflachser b changemed do
variable X =L coshit)

(ici, Video: v_integrale_primitives_chmtvariable_trigo_hyper.mp4)

Informel 12.6. Puisque toutes les primitives considérées ici sont du type

/\/mdx

I'idée sera de transformer ce qui est dans la racine en un carré parfait, de facon a
faire disparaitre cette racine :

/\/mda::/\/de:/m(x”dz_

Exemple 12.23. Considérons l'intégrale indéfinie
/ V1—22de.

Remarquons qu'’ici, la fonction intégrée est définie pour = € [—1, 1]. Comme dans
le cas du changement de variable pour l'intégrale définie, on aimerait ne plus avoir
de racine, et donc pouvoir écrire “1 — 2?” comme un carré. Une identité qui réalise
ce qu'on veut est la suivante :

1 — (cos(t))? = (sin(t))?.

On peut donc essayer de poser

x = p(t) := cos(t), avect € [0,7].
Alors ¢ : [0, 7] — [—1,1] est continiment dérivable sur |0, [, inversible, avec ¢! :
[—1,1] — [0, 7] donnée par ¢~ *(z) = arccos(x). On a donc

Gt) = / VI—pRo (1) di

=— / sin?(t) dt

t 1
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12.8. Intégration : changement de variable

et en utilisant sin(2«) = 2sin(«) cos(a),

F(z) =G (z))

1 1
=3 arccos(z) + 1 sin(2 arccos(x)) + C

1 1
=3 arccos(x) + 12 sin(arccos(x)) cos(arccos(z)) +C
~—— —
1 1 )
=3 arccos(z) + STV 1—a2+C.

Dans la derniere ligne, on a utilisé le fait que sin(z) > 0si z € [0, 7], et donc

sin(arccos(z)) = v/sin(arccos(z))?
= /1 — cos(arccos(x))?
Yl

Si on avait posé = = sin(t) ? Les calculs changent un tout petit peu, mais le chemi-
nement est exactement le méme. Détails ici.

Ce qu'il faut garder du dernier exemple :

Informel 12.7. A retenir : si la fonction a intégrer contient un terme de la forme
Va2 — b22 ,
on pourra essayer un changement de variable du type

r = %cos(t) (ouz = %sin(t)) .

Exemple 12.24. Considérons l'intégrale indéfinie
/xB\/l —22dx.
Encore une fois, = € [—1, 1]. Si on pose

x = (t) := cos(t), avect € [0, 7],

on obtient

——

sin?()(1 — sin?(t)) cos(t) dt .
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12.8. Intégration : changement de variable

La présence du cos(t), qui est la dérivée du sin(¢), suggere de faire un deuxiéme
changement de variable, en posant

sin(t) = u,

qui réduit le probleme a l'intégration d"un polyndéme en v :

/ sin?(#)(1 — sin2(t)) cos(¢) dt — / 21— u?) du

=35 C
_ (sin(®))*®  (sin(t))”
3 5 ¢
Comme sin(t) = sin(arccos(x)) = v/1 — 22,
F(z) = G(arccos(x)) = — Lot + - +C.

Remarque 12.6. Dans ce dernier exemple, on voit comme 1’allure de la fonction
intégrée suggere d’elle-méme un bon changement de variable.

Bien-siir, on aurait évité de faire deux changements de variables si on avait tout de
suite posé

x = cos(arcsin(u)) = V1 — u?.

Mais ce choix ne semble pas forcément le plus naturel a premiére vue...

Exemple 12.25. Considérons l'intégrale indéfinie

/\/1+$2dw.

Ici, on peut s’inspirer de la relation

1 + (sinh(#))? = (cosh(t))?,

poser
x := sinh(?),

et obtenir

1 1
/\/ 1+ 22de = 5 argsinh(x) + STV 1+224C

Voir la vidéo ci-dessus pour les détails. (Il existe d’autres fagons de traiter cette
primitive : Michael Penn ou blackpenredpen).
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12.9. Intégration : fonctions rationnelles

Informel 12.8. A retenir : si la fonction a intégrer contient un terme de la forme
va? + b2z?,
on pourra essayer le changement de variable

T = %sinh(t) )

Exemple 12.26. Considérons l'intégrale indéfinie
/\/ﬁ—lda: lz| > 1.

Si on utilise a nouveau la relation

(cosh(t))? — 1 = (sinh(t))?,

on est mené a poser

x := cosh(t).
On trouve :
/\/$2—1dx: %va2—1—%argcosh(q;)+6' siz > +1,
%xv 2 —1+ % argcosh(z) + C  sixz < —1

(Voir vidéo)

Informel 12.9. A retenir : si la fonction a intégrer contient un terme de la forme
b2$2 _ (12

on pourra essayer le changement de variable

= %cosh(t) .

12.9 Intégration : fonctions rationnelles

(ici, Video: v_integrale_primitives_rationnelles.mp4)
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12.9. Intégration : fonctions rationnelles

Dans cette section nous étudierons des primitives de la forme

P(z
/ @) 4o
M(z)
ou P et M sont des polyndmes. Bien qu'il existe une théorie générale, comportant une
composante algébrique qui n’a pas sa place dans ce cours, nous présenterons plutot

les idées principales, et verrons comment les implémenter sur les exemples les plus
importants.

Informel 12.10. Comme on le verra, on pourra trés souvent “casser” le quotient

]@((”;)) en une somme de plusieurs morceaux, dans le but de toujours se ramener a

une des intégrales simples suivantes :

1
/Edaszlogm—{—(;’

1 I.fn+1
1
/ dx = arctan(z) + C,

Ml o g7
i 1 9
/1+x2d9€:§log(1—|—x)+0.

12.9.1 Structure générale

P(z)
M(z)”

deg(P) = p, deg(M) =m.

Considérons un quotient ou P(x) est de degré p et M (x) est de degré m :
Ceci signifique que

P(z) = ag+ a1z + agx® + - - + apa?
M(x) = by + bz + byx® + - - + bya™,

oua, # 0etb, #0.

Il est naturel de distinguer deux cas :

129.2 Lecasp>m

Lorsque p > m, on peut tout de suite faire la division polynomiale de P(z) par M (z).
On obtient alors quelque chose comme

Pl) oy, @)
M(z) —\é%l—i_M(x)’

ot a(z) est un polyndme (donc facile a intégrer), et 7(x) est aussi un polynéme, appelé
le reste de la division, qui ne se laisse pas diviser par M (z) puisque son degré deg(r) <
deg(M).
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Exemple 12.27. Considérons

3
2 +1

Ici, deg(P) = 3 > 2 = deg(M ), donc on peut faire la division polynomiale de P(x)
par M (x), puis intégrer le résultat :

ZEB —T
/x2+1dx—/{\x/+x2+1}dx
——

a(z)

r(z)
M (x)

1 2
——/ * dx
2 ) 22+1

1
— §log(x2 +1)+C

o 5] R

(Dans la derniére ligne, on a utilisé u = 22 + 1.)

En général, la partie “difficile” est bien stir dans l'intégration du deuxieme terme ]Q(E’;)) ,
c’est pourquoi on passera plus de temps sur le cas ot1 le degré du numérateur est plus

petit que celui du dénominateur.

1293 Lecasp<m

Dans ce deuxieme cas, plus difficile, nous devrons regarder de plus pres le le polynéome
Avant de passer a I'approche utilisée dans le cas général, considérons les cas trés im-

portants des valeurs petites de m. Plus précisément, les cas m < 2, que I'on sait déja
traiter par les méthodes élémentaires vues précédemment.

m = 1: Le cas le plus simples est celui ot m = 1, qui force p = 0. On est donc dans le
cas ol P est une constante, P(x) = K, et M est un polyndéme de degré 1. Ceci ne pose
aucun probléeme du point de vue de I'intégration :
K
ar +b

K
de = —log |lax +b| + C'.
a

m = 2:Sim = 2, M est un polynéme de degré 2 :
M(l‘) = b() + ble + bgl’Q s

ol by # 0. Dans ce cas, le procédé d’intégration dépendra alors du signe du discrimi-
nant,
A = b} — dbgby,

ainsi que du polyndme P, qui peut étre soit une constante (si p = 0), soit un polyndéme
de degré 1 (sip = 1).

Commengons par le cas ou A < 0, en considérant des exemples :
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Exemple 12.28. (A <0,p=0)

K K dz K

———dr=— [ ——=—— = —arct V2)+C
22 2/(x/\/§)2+1 ﬁarcan(x/ )
A<O!

(Dans la derniere ligne : u = \/%.)

Exemple 12.29. (A < 0,p = 0) Lorsque A < 0 et que M (z) contient un terme en z,
on pourra compléter le carré pour se ramener au cas traité dans 1’exemple précédent :

/ dz _/ dz
2 +20+3 ) (x+1)242
—————

A<O!
B 1/ dx
=5 | e 1
2/ (5P +1

1 z+1
(

= —— arctan
V2 V2

)+ C
x+1

(Dans la derniere ligne : u = .

Exemple 12.30. (A < 0,p =1)Si P(z) = ax + [, on peut simplement séparer le
quotient en deux parties, que I'on integre individuellement :

ar + [ Q 2x 1
dr = — d d
/x2—|—1 o 2/:L‘2—|—1 x+ﬂ/x2+1 v
——

A<O0!

= %log(xQ + 1) + farctan(z) + C'.

(Dans la derniére ligne : u = 22 + 1.)

Exemple 12.31. (A =0)

1 1 —1
/352—495—1—4 v /(:):—2)2 ‘ a:—2+
—_——

A=0

Tournons-nous maintenant vers le cas A > 0; dans ce cas, la grande différence est

bien str que M (z) possede deux racines, et peut se factoriser. C’est alors qu’on peut
décomposer le quotient % en une somme de quotients plus simples; on appelle cette
procédure la décomposition en éléments simples.
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12.9.4 Décomposition en éléments simples : exemples
Commengons par un exemple élémentaire, toujours dans le cas m = 2. Comme il
contient les idées principales que nous utiliserons par la suite, nous le traiterons as-
sez en longueur...

Exemple 12.32. (A > 0, p = 0) Considérons

/ dz
1— 22
——

A>0!

Comme les racines de M (z) sont +1 et —1, sa factorisation permet d’écrire

1 1

1—22 (1—2)(1+2)

L'idée de la décomposition en éléments simples est d’essayer de trouver des constantes
Aet B telles que

1 A B
(1—x)(1—|—x):1—:z:+1+x Vo g {EL}

Attention : les constantes doivent étre telles que cette derniere égalité soit vraie pour
tout x différent de 1 et —1. Voyons comment rendre cette restriction plus explicite.

Si on met au méme dénominateur du coté droit,

1 _A(l+2)+B(1—x) ;
1-2)14+2)  (1-z)(1+x) Vo ¢ {£1},

et comme les dénominateurs sont les mémes, il reste
1=A(1+2z)+ B(1 —x) Vo & {£1},
qui est équivalent a
(A-B)x+(A+B—-1)=0 Vo & {£1}.

Mais encore, en définissant temporairement le polynéme

Q) =(A-B)x+(A+B—-1),
on peut récrire notre condition comme

Qx)=0 Vo {£l}.

Puisque ()(x) est continu, cette condition est équivalente a

Qz)=0 V.
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Q(x) représente I'équation d'une droite. Donc si cette droite est nulle partout, il
faut bien que sa pente et son ordonnée a l'origine soient toutes les deux nulles.
Ainsi, les constantes A et B doivent nécessairement satisfaire simultanément aux
conditions A — B =0, A+ B — 1 = 0, que I'on peut écrire sous forme d’un systeme

enAetB:
A-B =0
A+B =1.
Ce systeme posséde une unique solution, donnée par A = B = 1. On a donc
montré que
1 1/2 1/2
_ Y + / Vo & {£1},

1—22 1-2 14z
qui est ce qu’on appelle une décomposition en éléments simples.

Du point de vue de I'intégration, le probleme devient alors tres simple :

/ dz _1/ 1 d+1/ L
1-o)1+z) 2)J1-2""2) 142"

1 1
:—510g|1—x|+§log|1+x|+6’

1+
11—z

1
:§log‘ ‘+C’

12.9.5 Lorsque deg(M) > 2

Lorsque le degré de M est supérieur a 2, on commencera par le factoriser autant que
possible. Grace au résultat suivant, démontré dans le chapitre sur les nombres com-
plexes, cette factorisation contiendra toujours des morceaux de degré 2 au plus.

Corollaire 12.1. (Factorisation de polyndmes a coefficients réels) Tout polynome
réel peut se factoriser en un produit de polyndmes de degré 1 ou 2, a coefficients
réels eux aussi.

Une fois la factorisation de M connue, on devra sélectionner un bon choix de décom-
position en éléments simples, puis identifier les coefficients d'un polynéome qui doit
s’annuler en tout z € R. On aura souvent recours au théoréme suivant :

Théoréme 12.7. Si un polynome
Q(z) = go + @1z + g2z + -+ + gu2"
s’annule en tout z € R, c’est que ses coefficients sont tous nuls :

=@ =@=-"=¢g=0.

Preuve: Clairement, si  s’annule partout il s’annule en particulier en = 0, ce qui implique
qo = 0. Mais aussi, si () s’annulle partout alors sa dérivée s’annulle partout. Puisque cette
dérivée

Q' (z) = q1 + 2oz + - - + g™
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12.9. Intégration : fonctions rationnelles

s’annulle partout, elle s’Tannule en particulier en z = 0, ce qui donne ¢; = 0. Par récurrence, on
démontre donc que tous les coefficients sont nuls :

Voyons des exemples.

Exemple 12.33. Considérons

1
/3 dx
3+

La factorisation de M (z) est donnée par
M(z) = z(z* +1).

Ici, une bonne décomposition est

1 A+Bx+C' 20
- = R — €T
v(z®+1) = a?+1

——

A<O

En mettant au méme dénominateur et en égalant les numérateurs, on arrive a
Q) =(A+B)*+Cz+(A-1)=0 Vo #0

Par le théoreme, tous les coefficients doivent étre nuls, ce qui donne le systeme

A+B =0
C =0
A =1.

On trouvedonc A =1, B = —1, C' = 0, ce qui permet d’intégrer :

[ =[G me

1
= log |z| — 3 log(z® +1) + C

Exemple 12.34. Considérons

1
———dx
/ 3+ 202+
Factorisons le dénominateur :

1 1 1

B +202+z  x(@2+2r+1)  a(z+1)2
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12.9. Intégration : fonctions rationnelles

Puisqu'’ici la factorisation de M contient une puissance “2”, dans le terme (z + 1)?,
la bonne décomposition inclut des répétitions :

14 B B,
x(x+1)2_;+x+1+(x+1)2 ve # 40, -1}

Ontrouve A=1,B; = -1, By = —1, etdonc

/ dx _/{1+ —1+ -1 }dx
322+ r z+1 (x+4+1)

1
=1 —1 |+ —+C
og lal ~log o+ 1|+~ +

Remarque 12.7. Siil y a quelque chose au numérateur, on le laisse (tant que son
degré est inférieur a ce qu’il y a au dénominateur), et il participe juste au polynome
dont on égale tous les coefficients a zéro! Par exemple :

3 _AJ:+B+C’x+D+Ex+F
(14+22)3 1422  (14+22)2 (1 +22)3

Notons que les intégrales du type

1
— d
/(m?ﬂ)” o

pour n € N quelconque, requierent 1'utilisation de quelques astuces, que 1’on ne
décrira pas ici. Voir par exemple cette vidéo (Michael Penn).

Dans la pratique, on peut tomber sur une décomposition en éléments simple dans
des situations qui n’ont apparemment rien a voir avec des quotients de polynomes,
typiquement apres un changement de variable :

Exemple 12.35. Considérons l'intégrale indéfinie

/mdx.

o . _ 2u 2N
En posant u = y/tan(z), qui donne dz = it du, on est amené a

2
u
2 du .
/ ut+1
On peut alors factoriser u* + 1 (voir la section sur la factorisation des polyndmes,

dans le chapitre sur les nombres complexes), puis effectuer une décomposition en
éléments simples. (Pour les détails, voir ici, ou alors une autre fagon de faire ici).

Si on veut d’autres exemples de comment utiliser (ou comment de pas utiliser) des
décomposition en éléments simples, cliquer ici (blackpenredpen).
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Chapitre 13

Intégrales généralisées

13.1 Introduction

Rappelons que l'intégrale a été définie pour des fonctions bornées, définies sur un in-
tervalle [a, b], fermé et borné. Dans ce cadre, la continuité s’est avérée une condition
suffisante pour garantir I'intégrabilité.

Dans cette section, nous allons étendre 'intégration a des fonctions définies sur des
intervalles ou elle n’est plus forcément bornée, par exemple sur un intervalle |a, b],
possédant une asymptote verticale,

lim f(z) = 400,

z—at

AN
NN

o b

3
L 4

ou alors sur des intervalles non-bornés, du type [a, +00|, tendant vers zéro,

2o fe) =0.
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13.2. Typel

Des intégrales de ce type sont généralisées, puisqu’elles n’entrent pas dans le cadre de
I'intégrale de Riemann/Darboux présentée jusqu’ici.

Informel 13.1. Une autre appelation, pour les intégrales généralisées, est celle
d’intégrales impropres.

13.2 Typel

En guise d’introduction, considérons le probleme suivant : comment intégrer une fonc-
tion continue, mais définie sur un intervalle qui n’est pas fermé, par exemple de la
forme |a, b]?

Supposons donc que f : |a,b] — R est continue en tout point z, € |a,b[, et que f est
continue a gauche en b. Lorsque f posséde une limite a droite en a, on peut la pro-
longer par continuité, et ensuite définir son intégrale au sens classique d"une fonction
continue sur |[a, b].

Exemple 13.1. Considérons f(z) = xlog(z) sur 0, 1], qui est bien continue. Puisque

lim f(z)=0,

z—0t

On peut définir
~ . Jxlog(r) si0<x<1,
' 0 sir=0,
et définir I'intégrale de f sur |0, 1] comme l'intégrale de fsur [0, 1]. Puisque fest
continue, cette intégrale est bien définie. Puisque
2 2

/xlog(x) dr = % log(z) — % +C

on peut considérer

Fla) = T log(x) — % S?O<JI<1,
0 sixz =0,

qui est une primitive de fcontinue sur [0, 1]. Ainsi, par le Théoreme Fondamental,

/0 Fa)de = F(1) — F(0) = _411'

Lorsque f n’a pas de limite lorsque © — a™, f ne peut pas étre prolongée par conti-
nuité.
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13.2. Typel

Exemple 13.2. Considérons f :]0, 1] — R, définie par

[y

N

g 8
i1

Le probleme avec cette fonction est qu’elle n’est pas bornée, puisque

lim f(x) = +o0.
z—07t
Par conséquent, il n’est méme pas clair que l'aire sous son graphe soit bien définie.
On ne peut pas mettre en place la méthode classique d’intégration au sens de Rie-
mann/Darboux : la somme de Darboux supérieure a son premier rectangle qui est
toujours de hauteur infinie! Donc cette fonction ne peut pas s’intégrer de manieére
naive, en sommant simplement des aires de rectangles, et on ne peut pas donner le

. 1
sens classique au symbole “ [ == dz”.

L'idée, pour intégrer cette fonction, va étre de traiter le probléeme en z = 0 en
utilisant un processus de limite.

En effet, si on fixe un nombre quelconque 0 < ¢ < 1, petit, on peut restreindre f a
l'intervalle [, 1]. Comme f : [¢, 1] — R est continue (et par conséquent bornée), on
peut 'intégrer de fagon standard, et méme utiliser le théoreme fondamental :

/Elf(x)dx:/:%dx:%/}::2(1—\/2).

Cette intégrale dépend de ¢, mais elle se comporte bien lorsque ¢ s’approche de
zéro (par la droite).
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13.2. Typel

|
= dz = 0.905
f“/E ¢

On peut en fait prendre la limite ¢ — 0, pour donner un sens a l'intégrale de f sur

10, 1], au sens d’'une limite :
1

lim —dx =2.

e—=0t J. \/E

Informel 13.2. Ca peut paraitre contre-intuitif : la région délimitée par le graphe
de la fonction de ce dernier exemple n’est pas “limitée” : elle s’étend infiniment
loin le long de I’axe des y > 0. Pourtant, son aire est finie : on pourrait la recouvrir
entierement a I'aide d"une quantité finie de peinture! Ceci est d(i au fait que lorsque
z — 0%, f(z) tend vers l'infini mais “pas trop vite”.

Ce phénomene est semblable a celui rencontré dans I'étude des séries conver-
gentes, ou il est possible de sommer une infinité de nombres strictement positifs,
et obtenir une somme totale finie.

L’idée utilisée dans ce dernier exemple peut se généraliser :

Définition 13.1. 1) Soit f: Ja,b] — R telle que pour tout a < a < b, f soit
continue sur |«, b]. Si la limite

b b
/ f(z)dx = 1im+/ fz)dx = lir(r)l+ f(z)dx
a—a @ E— a+e

existe et est finie, on l'appelle I'intégrale généralisée de type I, et on dit
qu’elle converge. Si la limite est +00, ou si elle n’existe pas, on dit que I'inté-
grale généralisée diverge.

2) Soit f: [a,b] — R telle que pour tout a < § < b, f soit continue sur [a, 3]. Si la
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13.2. Typel

limite

b i b—c
/ f(z)dr := lim / f(z)dz = lim f(z)dx

B—b— e—=0t% J,
existe et est finie, on l'appelle l'intégrale généralisée de type I, et on dit

qu’elle converge. Si la limite est +00, ou si elle n’existe pas, on dit que 'inté-
grale généralisée diverge.

Exemple 13.3. Considérons l'intégrale généralisée de f(z) = < sur l'intervalle

10,1]
1 1
1 1
/ —dzr = lim —dx
o+ xXr e—0t e A
1
= lim 1
algl“' Og(l’) €
= lim (—1
lim (—log(e))
= +OO >
donc I'intégrale diverge.
'1
f e = 1.204
: i
Informel 13.3. Dans ce dernier exemple, f(x) = 1 tend vers +oo lorsque = — 0,

“trop vite” pour que son intégrale généralisée soit finie.
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Exemple 13.4. L'intégrale généralisée de f(z) = 5/% sur [2, 5] converge, car

5 B
1 . 1
- = lim P
2 5—x B-5-Jy Vb—x

3
= lim —=(5 — :13)2/3
B—5—

— lim ;{32/3 - (5- )"}

B—5—

‘ B

2

35/3

Nicecccee caas 2 = ===

Remarquons que lim,_,5- f(z) = +o0.

13.2.1 Un critére de comparaison

Dans beaucoup de situations pratiques, on doit déterminer si une intégrale généralisée
de type I converge ou diverge, sans se préoccuper de connaitre sa valeur (au cas ou elle
converge). Pour ¢a, on aimerait éviter de passer par la connaissance de la primitive de
f, en utilisant une comparaison. On peut le faire si la fonction est de signe constant :

Proposition 13.1. Soient f,g: ]Ja,b] — R continues sur tout intervalle [«,b], a <
a < b, et telles que

0< f(x) < g(x) V € ]a,b] .
Alors :

b b
1) Si / g(x) dx converge, alors / f(z) dz converge aussi.
a at

.
b b

2) Si / f(x) dx = +oo (diverge), alors / g(z) dr = 400 (diverge aussi).

at a

+

Preuve:
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Plovrie e ccccmcaaan

« b

Sion fixe a < o < b, alors par la propriété de I'intégrale classique,

[ rwrde < [ owae.

Remarquons que les deux cotés de cette inégalité sont des fonctions positives, monotones dé-
croissantes en «. Puisque fs g(z) dz est majorée par sa limite lorsque o — a™, qui est finie et
vaut f;ﬂr g(z) dz, ceci implique aussi que

/abf(x>dx</;g<x>dx-

On obtient la premiére affirmation en prenant la limite o — a™’ dans cette inégalité.

Pour la deuxiéme : Soit M > 0 (arbitrairement grand). Puisque f;; f(z)dxr = 400, il existe
0 > 0 tel que

b
/ flx)de > M,
a+9d
ce qui implique aussi

b b
/ 9($)d$>/ flz)dz > M.
a+é a+6

Ceci montre bien que f;; g(x)dx = +o0. O

Remarque 13.1. Remarquons que ce résultat est 1’analogue continu direct du cri-
teére de comparaison pour les séries.

Exemple 13.5. FEtudions la convergence de l'intégrale généralisée

2
1
/—daz.
ﬁ»\/x3——1
1

Le calcul de la primitive de == étant hardu, on cherche plutot a faire une com-
paraison avec l'intégrale d"une autre fonction, plus simple.
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En effet, pour tout = €]1, 2], on peut factoriser 2* — 1,

0< fla) = ——— — ! S ——)

2 ~1 \/(:z:—l)(xQ—l—x—i—l) Ve -1

>0

Mais maintenant,

2 2 5
/ g(z)dr = lim g(x)dr = lim 2/x —1| =2 (converge).
1 [0

+ a—1t [, a—1t
Donc l'intégrale de f converge aussi.

. 2 . .
On a donc montré que [ \/% dx converge, sans avoir eu besoin de calculer une

. o 1
primitive de T

b dax
13.2.2 Intégrales du type / —

0+ x4
On a vu dans les exemples que si

li =
Jig, 1) = oo,

alors la convergence/divergence de intégrale généralisée f0b+ f(z) dz va dépendre de la
“vitesse” a laquelle f(x) tend vers l'infini a I’approche de 0*. Dans le cas des fonctions
du type f(z) = -;, on peut distinguer exactement les cas en fonction de la valeur de
I'exposant ¢ :

Théoreme 13.1. Pour tout b > 0,

/ bdr bll%;' (converge) sig<1,
o+ T +oo (diverge) sig>1.

Preuve: On a déja vu le cas ¢ = 1 dans un exemple, donc on considere ¢ # 1. Fixons 0 < a < b.
Par un calcul explicite de la primitive,

/bdm_ 1 { 1 1 }
o 4 1—qlpe—l el

Puis il suffit de remarquer que

+00, et

* siq>1,alors lim,_,o+ # =
* sig < 1,alors 1 — ¢ > 0, et donc lim,_,o+ ﬁ =lim,_,g+ o!77=0,

ce qui conclut la preuve. O
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Exemple 13.6. Considérons

|
/g—dfﬁv
o+ 22 cos(x)

qui est généralisée puisque lim, o+ sro;; = +00. Comme 0 < cos(z) < 1 pour
tout = €]0, §], on peut utiliser la comparaison

i 1
AL LS PR
o+ 22 cos(z) o+ T2

puisque dans cette derniere, ¢ = 2 > 1.

13.2.3 Un critére via une limite de quotient

Une conséquence de la proposition énoncée plus haut :

Proposition 13.2. Soient f, g :]a,b] — R, continues, telles que

lim M =L>0.
z—at g(l’)

b b
Alors / f(z) dxz converge si et seulement si /
at at

g(x) dx converge.

(Il existe bien stir une affirmation analogue pour / f(z)dz.)
a
Preuve: Par 'existence et positivité de la limite, il existe ¢ > 0 tel que

L<f(x)<% Vo €la,a+ 9.

Vz €la,a + ],

On a donc
3L
< —

0< gg(a:) < f(x) D) g(x),

d’ot1 on peut obtenir les comparaisons voulues, a I’aide du critéere de comparaison énoncé plus
O

haut.

Exemple 13.7. FEtudions la convergence de l'intégrale généralisée

L gin(Zg2
(2 >da:.

_1+ \/ZL'+1

Cette intégrale est bien généralisée puisque lim,, 1+ f(z) = +oo. Pourtant, on
remarque que ce qui fait tendre f vers l'infini, c’est la présence de \/Ilﬁ : le sinus
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ne pose pas de probleme (a part pour le calcul de la primitive). Si on pose

1
xXr) .= s
W=
alors
1
= 1
[, o=t [
=2 hmﬁ(\/_—\/a—l— )
oa——
=2V2.
Et comme

lim ﬁz lim sin(Zz

2
=1>0
em—1t g(x)  a—m—1t 2 ) ’

I'intégrale généralisée de f converge aussi.

Exemple 13.8. L'exemple vu précédemment, | 12+ \/% dx, peut aussi se traiter en
utilisant la proposition. Posons

B 1
g(.ﬁlf)— \/m?

qui comme on sait a une intégrale généralisée sur |1, 2] convergente (puisque ¢ =
1 < 1). On remarque alors que

Cfw) o [eed
lim ——= = lim = lim
et g(z)  astt Vad—1 ot 224z +1 1

on en déduit, par la proposition, que f12+ \/% dx converge.

13.3 Typell

Un autre type d’intégrale important, qui n’entre pas dans le cadre de l'intégrale de
Riemann/Darboux, est celui out on intégre une fonction sur un domaine non-borné.
Ici, on considérera principalement des intervalles de la forme

la,00[, |—o00,b], ou]—o00,+00].

Exemple 13.9. Considérons f(x) = e~ %, sur [a, oo[. Par exemple, sia = 0:
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INE

/////Ilv.

On sait que
lim f(z)=0,

T——+00

mais peut-on quand-méme calculer l'aire sous son graphe?

Ici aussi, I'approche classique ne fonctionne pas puisqu’on n’a pas de fagon na-
turelle d’approximer 1'aire sous la courbe avec une somme finie de rectangles : le
dernier rectangle de la somme de Darboux supérieure aura toujours une aire infi-
nie!

Par contre, on peut toujours intégrer la fonction sur un intervalle borné et fermé,
la, L], olt L > a est grand, fixé :

L L
/ e ldr=—e =e%—e L.
a

a

Cette derniere expression dépend de L, mais on voit qu’elle se comporte bien
lorsque L grandit. En fait, on peut prendre la limite L — oo (sur 'animation, chan-
ger L et observer comme la valeur de I'intégrale tend vers une valeur & mesure que
L augmente) :

I
f e™®,dz = 0.484

Ce que 'on peut donc faire, c’est donner un sens a l'intégrale de f sur [a, +o0], &
I'aide d"une limite :

+o0 L

/ e "dx = lim e "dr=lim (e —e ") =e".
a L—oo /, L—o0

Comme dans la section précédente, ce résultat peut paraitre peu intuitif, puisque

la région sous le graphe n’est pas limitée dans le plan. Elle s’étend infiniment loin

le long de 1’axe des = > 0 et pourtant, on pourrait la peindre avec une quantité finie

de peinture.
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13.3.1 Intégrer sur un intervalle non-borné

Généralisons 1'idée présentée dans le dernier exemple :

Définition 13.2. 1) Soit f: [a,00] — R continue. Si la limite

/:Of(w)dw — nggo/;ﬂx)dx,

existe et est finie, on l'appelle I'intégrale généralisée de Type II (de f sur
[a,0]), et on dit qu’elle converge. Si la limite n’existe pas, on dit que I'inté-
grale généralisée diverge.

2) Soit f: |—00,b] — R continue. Si la limite

[ @ =im_[ s,

existe et est finie, on l'appelle I'intégrale généralisée de Type II (de f sur
] — 00, b)), et on dit qu’elle converge. Si la limite n’existe pas, on dit que 'in-
tégrale généralisée diverge.

Si f est positive sur tout l'intervalle, 1'intégrale généralisée peut étre interprétée comme
l'aire sous son graphe. Mais l'intégrale généralisée est définie pour des fonctions de
signe a priori quelconque, et dans ce cas, la valeur de l'intégrale ne peut plus étre
interprétée comme une aire géométrique.

-

[L f(z),dz = 0.499

e

On se souvient que dans le chapitre sur les séries, la série harmonique a un terme
général qui tend vers zéro, mais trop lentement pour faire converger la série.

Le méme phénomene s’observe dans les intégrales de Type II : il ne suffit pas que
lim, . f(z) = 0 pour que son intégrale généralisée converge.
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Exemple 13.10. Considérons f(z) = < sur [1,00[. Ona

| L
/ —dx = lim —dx
1 x L—oo 1 X
L

= lim log(z)

L—oo

= lim log(L)

L—oo

1

= 0.

Informel 13.4. Dans l’exemple ci-dessus : la fonction * tend vers zéro lorsque

T — 00, mais “pas assez vite pour étre intégrable a l'infini”.
7

Exemple 13.11. Considérons f(z) = 1= sur [1, +-00] :

/°° dz ) /L dzx
= lim
1 .TQ _'_ ]. L—oo 1 $2 + 1

= Lh_}rgo{arctan(L) — arctan(1)} =

bo|
|

NS
IS

Remarque 13.2. Remarquons qu’a la différence des séries (“si une série converge
alors son terme général tend vers zéro”), une fonction peut ne pas tendre vers zéro
et avoir une intégrale [ convergente! Considérons une fonction dont le graphe
est du type suivant :

La fonction est celle définie par les contours des triangles, et vaut zéro entre les
triangles. Le kéme triangle a une base de largeur b, > 0; tous les triangles sont de
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hauteur égale a 1. Comme f(z) > 0, 'intégrale généralisée représente l'aire sous le
graphe de f, qui vaut la somme des aires de tous les triangles :

/Ooof(x)dx:ZAk:Zbk,

k>1 k>1

ol A, = by -1 = by, est I'aire du keme triangle. Si les bases décroissent suffisamment
vite, alors la somme des aires de tous les triangles est finie. On peut le garantir en
prenant par exemple by, = 5. Dans ce cas,

/Ooof(x)dx:ZAkzzzikzl,

k>1 k>1

donc l'intégrale converge. Pourtant, comme les triangles ont tous une hauteur
égale a 1, donc la fonction ne tend pas vers zéro.

Exemple 13.12. Une intégrale de Type II trés importante en théorie des proba-
bilités (et en statistiques), est celle utilisée pour définir la fonction d’erreur (de
Gauss) :

v

On peut montrer (exercice) que 1'intégrale converge toujours, et définit donc bien
une fonction de = € R.

13.3.2 Un critére de comparaison

Comme pour celles de Type I, les intégrales de Type II ont un critere de comparaison,
valabe pour des fonctions de signe constant.

Proposition 13.3. Soient f,g: [a, o[ — R continues, telles que
0< f(z) < g(x) Vx € [a,00] .

Alors :
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13.3. Type Il

1) Si [ g(x) dz converge, alors [ f(x) dx converge aussi.
2) Si [ f(x)dx = +oo,alors [ g(z) dz = +o0.

Preuve: Par la propriété de I'intégrale de Riemann/Darboux on peut écrire, pour tout L > a,

Oé/aLf(x)dxé/aLg(x)d:r,

et par la propriété de Chasles, ces deux intégrales sont monotones croissantes en L. Puisque la
limite de la deuxiéme existe et est finie, celle de la premiere I'est aussi. ]

Exemple 13.13. FEtudions la convergence de I'intégrale généralisée donnée par

© 2
/ e ¥ dx.
0

R .. 2 . A
On ne connait pas de primitive pour e™*", mais on peut quand-méme montrer que

I'intégrale converge, en utilisant une comparaison. Le choix de la comparaison va
N c 12 . . . . 2 _p2 . A . ,
étre guidé par le fait que si on ne sait pas intégrer e~*", on sait quand-méme intégrer
e~“, quel que soit ¢ > 0.

Décomposons d’abord I'intégrale en deux,

%) 2 00
/ e dy = / e dx + / e dg ,
0 0 2

La premiére partie ne pose pas de probleme : c’est l'intégrale d"une fonction conti-

nue sur un intervalle fermé et borné, [0, 2]. Pour la deuxiéme partie, on a toujours
. A —x2 _

que z > 2, etdonc z* = x - x > 2z, ce qui entraine 0 < e < e~ ?*. Or comme

e 1
/ e % dr = lim {——6_2"3}
2 L—oo 2

on conclut que [;° e~" dx converge aussi. (On a pris ¢ = 2, mais on aurait pu
prendre n'importe quel ¢ > 0.)

L1,
2 2

Exemple 13.14. Considérons

> 1
JE—t
1 Vat+1
On pourrait essayer d’utiliser le fait que pour tout x > 1,
Vad +1 > \/5965:$,

ce qui donne

[ we [
——dr < —dx.
1 Vo +1 1 X
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13.3. Type Il

Malheureusement, comme l'intégrale du membre de droite est infinie, cette inéga-
lité ne nous dit rien sur l'intégrale de départ!

Remarquons que si z > 1, alors z° > 1° = 1, et donc
I S S
V511 5t s 2a

Mais comme [;~ % diverge, notre intégrale diverge aussi.

. *dx
13.3.3 Intégrales du type / —

Théoreme 13.2. Pour tout a > 0,

xP +o00 (diverge) sip<1.

/°° de {W (converge) sip>1,

Preuve: On a déja traité le cas p = 1 dans un exemple précédent :

1
/ —dz = lim log(z)
a X L—oo

Ensuite, pour p # 1, on peut faire

L dx xPtHl
/a ar —-p+1

L
a

L 1 {(L,}_la;_l) sip>1

o l—p|(L'P-5) sip<l
Donc
lim de:{(pﬁap—l sip>1,
L—oo Jo P +00 sip<1,
ce qui conclut la preuve pour tous les cas. O

L1
f — dz = 2.004
(43 mp

o

Informel 13.5. Donc l'intégrale de - “a I'infini” est tres sensible a la valeur de p
lorsque p est proche de 1! Par exemple,

e dx
| 210000000001 < +00,
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13.3. Type Il

alors que

&0 dzx
2:0-9999999999 = +00,
1

Exemple 13.15. Considérons

/Oo dx
;. 2T+ 1

On peut en principe, avec les méthodes du chapitre sur I'intégration des fonctions
rationnelles (lien!), calculer la primitive de ﬁ Mais si on désire juste savoir si
cette intégrale converge ou diverge, sans passer par la primitive, on peut utiliser
une comparaison et le théoreme ci-dessus. En effet, comme —= < = pour tout

xT+1
x > 0 (donc en particulier pour tout z > 1), on a

/oo dx </°°d$<
< — < 0
1 xT41 .z’

En effet, dans cette derniere,a =1 > 0,etp =7 > 1.

Informel 13.6. Majorer une fonction positive f(z) par une autre fonction plus
simple est un bon moyen d’étudier la convergence de son intégrale, en évitant de
passer par sa primitive. Mais il faut prendre garde a ne pas introduire de nouveau
probléme en faisant cette majoration.

Considérons
/ > dx
0o TIH+Vr+1'
Cette intégrale est de Type II, puisqu’elle est continue sur [0, co[ (en particulier, elle
est continue et bornée au voisinage de 0 et donc n’est pas de Type I). Pour I’étudier,

on observe que son comportement pour x grand, est régi essentiellement par le
terme “2%”, ce qui méne a remarquer que /z + 1 > 0, et & écrire la comparaison

1 1

0 ——— < —.
B+ Vrx+1 " 23

Malheureusement, la fonction -5 a un probleme en zéro, que la fonction de départ
n’avait pas.

Pour pouvoir profiter de cette comparaison, on peut d’abord séparer l'intégrale en
deux, en écrivant par exemple

/ > dx B / ! dx n / > dx

o BHVT+1l  Jy B+Vr+l )y B+r+l

La premiere intégrale est une intégrale de Riemann/Darboux, et est donc bien dé-
finie. C’est pour la deuxiéme que 1’on peut utiliser la comparaison et le fait que
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13.3. Type Il

l'intégrale de -5 est convergente, puisque maintenant sur I'intervalle [1, ool :

/°° dzx </°°dx<
- = — < 0.
L B+ +1 .

On en déduit que l'intégrale est convergente.

13.3.4 Un critére via une limite de quotient

Proposition 13.4. Soient f, g : [a, +00o[— R continues, telles que

lim M =L>0.
a=+00 g(z)

Alors / f(z) dz converge si et seulement si / g(x) dx converge.

b
Il existe bien stir une affirmation analogue pour / f(z)dz.

Exemple 13.16. Considérons l'intégrale généralisée

/ * dx
5 2%+ sin(z)esin@)

Remarquons que la fonction que 'integre est bien définie, puisque

xz—i-sin(x)esm(m)2x2—e>4—e>0 Vo > 2.

1
x2+sin(z)esin(@) 2

Lorsque x est grand, ce qui est responsable de la petitesse de f(z) =
0 est le “2*” au dénominateur. Ceci suggere de considérer

On abien f(z), g(z) > 0 pour tout z > 2, et

TEEACI -

z—o0 g(x) C zSoo 12 + sin(z)esin(@)

1
T—00 | + sin(z)e

2

Or l'intégrale de g converge (p = 2 > 1), donc celle de f converge aussi.

13.3.5 Utilisation dans 1’étude des séries

Nous allons voir maintenant que parfois, une série peut étre comparée a une intégrale
généralisée de Type II, ce qui peut grandement faciliter 1’étude de sa convergence. Ceci
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vient du fait que l'intégrale étant par définition construite a I’aide d"une variable conti-
nue x, son étude peut se faire a I’aide du Théoréme Fondamental de 1’Analyse (un outil
qui n’existe pas pour 1'étude des séries, dont la variable n est discrete).

Considérons une série ), ., a, dont le terme général a,, est en fait une fonction réelle
f(z) évaluéeenx =n:

Il est alors possible, sous certaines conditions, de relier la convergence de la série a
I'intégrabilité de la fonction a 1'infini :

Théoréme 13.3. Soita > Oet f : [a,00[— R, continue et décroissante. Soit ng un
entier tel que ny > a. Considérons la série de terme général a,, = f(n). Alors

Z a, converge <& / f(z)dz converge.

n=ng

Preuve: Pour simplifier, supposons que a = ng = 1.

D’une part, pour chaque entier n > 2, on peut interpréter a,, comme 1’aire d"un rectangle de
largeur égale a 1 situé a gauche de = n, dont la base est I'intervalle [n — 1, 7|, de hauteur
an, = f(n). Comme f est décroissante, ce rectangle est au-dessous du graphe de f sur tout
I'intervalle [n — 1,n] :

az
a
\ \ N 8 a'l a’_
.
az‘\az\‘ \o\\ \\ ﬂ‘
“a.,n
\\\‘\\" ":\\\q“ hall I

On peut donc écrire

Cette inégalité implique que si l'intégrale est finie, alors la série converge, et si la série diverge,
alors l'intégrale diverge aussi.

D’autre part on peut, pour chaque entier n > 1, interpréter a,, comme 1’aire d’un rectangle de
largeur égale a 1 situé a droite de = = n, dont la base est l'intervalle [n, n + 1], de hauteur a,, =
f(n). Comme f est décroissante, ce rectangle est au-dessus du graphe de f sur tout l'intervalle
[n,n+1]:
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13.3. Type Il

/ /Qz , Q!I =
// /s, Ia:'/ /95/ 24 YA et
1 2 3 4 s & ¥ 8 x

On peut donc écrire

Saz [ rw)ds

n>1

Cette inégalité implique que sil'intégrale est infinie, alors la série diverge, et si la série converge,
alors l'intégrale converge. ]

Exemple 13.17. Comme f(z) =

L est décroissante pour tout p > 0, on déduit du
théoreme précédent que

1 <1
E — converge <& —dx converge.
npP 1 P

n=>1

Par le théoréme de la section précédente, ceci fournit donc le résultat déja prouvé
dans le chapitre sur les séries :

Z 1 )Jconverge sip>1,
= nP | diverge si0<p<1.

Passons maintenant au cas d'un type de série qu’aucun de nos criteres de convergence
permet d’étudier :

Exemple 13.18. Considérons

1
2 n(log(n))*

n=2
ou p > 0.

Si = 0, cette série est la série harmonique, donc elle diverge. Mais si ;1 > 0, son
terme général décroit strictement plus vite que . On peut alors se poser la question
de savoir si le terme W est suffisant pour permettre a la série de converger.

Voyons le terme général comme a,, = f(n), ol

1

1) = gy
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Remarquons que f est positive et strictement décroissante, puisque

(log z)" + p(log x)*~1

() = — <0  Vr>2.
T (allog 2)") "
Dong, par le théoreme précédent, la série converge si et seulement si 'intégrale
généralisée
o 1
| i
, 2(logz)

converge. Mais, par le changement de variable z = log(z),

o) 1 ‘ L 1
———dz = lim ——dx
5 x(logxz)H Lo Jo  x(logx)H
log L 1

= lim —dz

<1
:/ —dz,
log 2 2k

qui comme on sait converge si et seulement si ;4 > 1. On en conclut que

Z 1 converge sijpu>1,
“ n(log(n))* | diverge  sip<1.

Remarque 13.3. Ce dernier résultat permet de donner des exemples de séries
dont le terme général décroit plus vite que celui de la série harmonique, mais qui
sont aussi divergentes. Par exemple :  —1 ; diverge.

n nlog(n

13.4 Type IlI

Les intégrales généralisées de Type III représentent des combinaisons d’intégrales de
Types I et II.

13.4.1 Mélange de TypeIet]

Définition 13.3. Soit f :]Ja,b|— R continue, et soit a < ¢ < b. Si

/Gi f(z)dz et /Cb_ f(z)dz

/C: f(z)dz == /(; f(x)dz + /Cb f(z)dz .
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13.4. Type III

et on dit que l'intégrale généralisée converge; si au moins une des intégrales di-
verge, on dit qu’elle diverge.

Exemple 13.19. Considérons l'intégrale de Type III

/ ) 1
—dx.
ot V2x —a?
On peut la décomposer en
2= 1
1 1
————dr = | ———

9
dx—i—/ ;das‘.
ot \/E\/Q—x ot \/5\/2—1' 1 \/E\/Q—l‘

Le changement de variable x = p(u) = 2u® permet d’écrire

du du =

Ce changement de variable montre que la premiere intégrale converge,

! 1 ! 1
—————dx = lim ——dx
o+ VIV2—1 <2—>0+/E ViIv2 —x
1/V2 1
=2 lim

——du
=0t J fe VI —u?
=2 lim (arcsin(l/\@) — arcsin( 5/2))

—0

=2 (arcsin(l/\/ﬁ) - arcsin(O))

= 2arcsin(1/v2) .
de méme pour la deuxieme :
1 Foo
——F——=dr = lim ——F—dx
/1 Viv2 —zx ﬁ%2—/1 V2 —x
VB/2 1
=2 lim

=2 S5 V1—u? du

= 2612?* (arcsin( B/2) — arcsin(l/ﬁ))
=2 (arcsin(l) - arcsin(l/\/ﬁ))

= 7 — 2arcsin(1/v?2) .
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donc I'intégrale converge, et sa valeur est
o

1 ' ‘
o VIV2Z—z dr = 2arcsin(1/V2) + (7 — 2arcsin(1/v/2))

=T.

Exemple 13.20. Considérons l'intégrale de Type III

oo v

—F—ax
o+ TvV1—=x
que I'on décompose naturellement en

-1 A | =
_— ———dxr + ——dx
ot vl —=x ot oVl —x 1 /1 —ux

La deuxiéme intégrale converge puisque

de =

1—
1
—dx

1—
1
[ :C\‘Q’/l—gcdx< I A
3 3 2
17
1
—2/ dx
V1 —x

=2 —du<oo
o+

qui converge (p = 3 < 1). Par contre la premiére diverge puisque

do = V2 —d:p:oo

/0+ m /0+ \/’ o+ T

Donc l'intégrale diverge.

13.4.2 Mélange de Types I et II

Définition 13.4. Soit f :]Ja, +oo[— R continue, et soit a < ¢ < oo. Si

/ C f(z)dx et / h f(x)dx convergent,

/Oo f(x)de = /+ fz)dx + /COO f(z)dx

on pose
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et on dit que l'intégrale généralisée converge; si au moins une des intégrales di-
verge, on dit qu’elle diverge.

Exemple 13.21. Considérons
<1
/0+ W dr .
© 1 2 1 °© 1
/(;Jr x3/2d$_/mdx+/2 m

o+

On sépare :

Comme ici, p = 3 > 1, la premiere diverge et la deuxiéme converge. Donc toute
I'intégrale diverge.

Exemple 13.22. Considérons l'intégrale de Type III donnée par
o0 e—x
dz.

S et
A

on remarque que la premiere (de Type I) converge puisque e™* < 1 pour tout z > 0,
et donc

En décomposant

o 7$

s 7w

qui converge puisque p = 3 < 1. La deuxiéme converge aussi puisque

oo e—x oo e—a,’
dr < / de =e 1.
e s
Donc l'intégrale de Type III converge.

13.4.3 Mélange de Type II et 11

Définition 13.5. Soit f : R — R continue, et soit ¢ € R. Si

/ OO flx)dr et / " F@)da

convergent, on pose

/_Z f(z)dz = /_; f(z)dx + /COO f(z)dx
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et on dit que l'intégrale généralisée converge; si au moins une des intégrales di-
verge, on dit qu’elle diverge.

Remarque 13.4. Remarquons que comme dans le cas précédent, le choix du nombre
cn’influe pas sur la convergence/divergence de l'intégrale, ni sur la valeur de l'in-
tégrale (dans le cas ou elle est convergente).

Exemple 13.23. Considérons

/ * dx
e X211
que l'on décompose en

o0 0 [e'¢)
x x T
dr = d dx .
/_Oox2—|—1 v /_OO:L'2—|—1 $+/0 211

Comme

T e tim [ g — L (L2+1) =+
o 1241 e 0o 12+1 R ol B R

I'intégrale est divergente.

Informel 13.7. Remarquons que dans ce dernier exemple, le fait que la fonction
est impaire implique que pour tout L > 0,

L
/ 2:5 de =0,
_Lx +1

L

et donc évidemment

lim
L—oo J_ 2+ 1

dx =0,

Mais cette limite 7'est pas la définition de [ - du.
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Chapitre 14

Compléments

problemes d’optimisation ? Continuité uniforme ? Les produits infinis? La méthode de
Newton pour I'approximation des racines ? (voir 3bluelbrowvoir 3bluelbrownn)

Le gars qui étudie la fonction f(z) = (%)@)" : Le gars qui étudie...

<Notes ici quand on montre que exp est injective faut juste citer le résultat qui dit que
si f’>0 alors f est injective :

14.1 exp etlog

Il existe plusieurs manieres de définir rigoureusement les fonctions exponentielles et
logarithme, mais toutes commencent par en construire une pour ensuite obtenir ’autre.

Dans cette section, on construit d’abord la fonction exponentielle a 1’aide d"une série de
puissances, on étudie ses propriétés, et on 1'utilise ensuite pour construire la fonction
logarithme. (Dans la section suivante on fera le contraire.)

Considérons la série numérique ) ., a,(z) avec parametre x, pour laquelle

n

x
an($) = m .
Puisqu’on a, pour tout z € R, que
lim —an+1($)‘ =1 |:E‘ = Oa

le critére de d’Alembert implique que la série ) _ . a,(z) converge absolument, et dé-
tinit ainsi une fonction sur tout R.

Définition 14.1. On appelle exponentielle la fonction

exp: R — R
l,n
x — exp(x) ::Zm.

n=>0

Remarquons que par définition,
exp(0) =1.

Toute I'importance de cette fonction réside dans sa propriété fondamentale : elle trans-
forme les sommes en produits. Plus précisément :
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14.1. exp et log

Théoreme 14.1. Pourtousz,y € R,ona

exp(z + y) = exp(z) exp(y) .

Preuve: Par définition,

N
. z+y)"
exp@*y):]&f;oz(m)'
n=0 ’

Par la formule du bindme, pour tout n > 0,

ce qui permet d’écrire

Définissons N’ = | 5|, et décomposons la somme sur k en deux :
N
k=0

La deuxiéme s’estime comme suit : puisque Zf\;k Y

k=

N’ N
2
0

k=N'+1

ly|"

\ <

k=N'+1

<ep(lyl) 3

k=N'+1

< exp(|yl),

N—k
J[* 3 vl
K2

qui tend vers zéro lorsque N — oco. On peut ensuite écrire la premiere somme ainsi :

N/

eXp(Z/)(

k=0
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14.1. expetlog

D’une part,

N—k yl
‘exp(y)— —" <e,
=0 "
qui permet de majorer
N L N—k yl
> (exp) = %) | < clexpi)
k=0 1=0
On a donc bien démontré que
. z+y)"
exp(z +y) = lim (z+y) = exp(z) exp(y) .
N—oo n!

n=0

O]

Cette propriété rappelle celle de la fonction “puissance” en arithmétique, n — a”, qui
transforme aussi les sommes en produits : pour toute base a > 0,

a™t" = qma" Vm,n € N.

La base se retrouve en prenantn = 1: a' = a.

Pour cette raison, on utilise souvent la notation
exp(z) =e”,

ot le nombre .
ei=exp(l) =) — =218
n=0
En bas de page, on montre que ce nombre est en fait le méme que celui défini dans la
section sur la série géométrique (lien!), et qu'il est irrationnel.

Voyons des conséquences de la propriété fondamentale :

Corollaire 14.1. Pour toutz € R, exp(—z) =

exp(z) "

Preuve: En utilisant le théoréme,
1 =exp(0) = exp(z + (—x)) = exp(z) exp(—z) .
O

Puisque exp(z) > 1 > 0 pour tout z > 0, le corollaire implique que 0 < exp(—z) =
. y < 1 pour tout z > 0. En particulier, exp(z) > 0 pour tout z € R, donc on peut

exp(x

écrire plus précisément I'ensemble d’arrivée de I'exponentielle :

exp: R — R}
x — exp(z).
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14.1. exp et log

Théoréme 14.2. L'exponentielle est dérivable sur R, et

(exp(x)), = exp(z) Vr e R.

Preuve: 11 s’agit de calculer
lim exp(xz + h) — exp(x) — lim exp(z) exp(h) — exp(z)
h—0 h h—0 h

. exp(h)—1

hI
e

Jj=0

hi
=1 -
+Z(j+1)!’

jz1

ce qui entraine, lorsque || < 1, et puisque (j + 1)! > 1,

SEINDS S b

' !
h ‘S U+
DI
j=1
_
1—1h|
(On a sommé la série géométrique.) On a donc
lim SR =1
h—0 h
ce qui démontre ’affirmation. O]

Une conséquence immédiate de ce dernier résultat : étant dérivable partout, z
exp(z) est continue. On utilise ce fait pour démontrer :

Proposition 14.1. exp : R — R’ est une bijection.

Preuve: Remarquons que si z > 0, alors %lf > 0 pour tout k£ > 2, et donc
exp(z) > 1+ Ve >0,
qui entraine

xEI-II—loo eXp(x) = too,
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14.1. expetlog

ainsi que

lim exp(z) = lim exp(—y)= lim =0
T—r—00 Xp( ) Yy——+00 Xp( y) Yy——+00 exp(y)
Fixons maintenant y > 0. Les deux limites ci-dessus impliquent qu’il existe a et b tels que
exp(a) < y < exp(b). Par le Théoreme de la valeur intermédiaire appliqué a exp : [a,b] — R, on
en déduit qu’il existe = €]a, b[ tel que exp(x) = y. Ceci montre que Im(exp) = R*, et donc que
la fonction est surjective.

Montrons qu’elle aussi injective. Pour ce faire, remarquons que si z < 2/, le Théoréme des

accroissements finis implique qu'il existe ¢ €|z, 2'[ tel que

exp(a’) — exp(a)
Tz —x

= exp’(c) = exp(c) .
Puisque exp(c) > 0, on en déduit que exp(z) < exp(z').
Ainsi, exp : R — R est bijective. ]

On a démontré, en passant, que

lim exp(x) =0, lim exp(x) = 4o00.
T——00 T—>+00
exp(z) e

=ne

14.1.1 Logarithme

Puisque I’exponentielle est bijective, on peut considérer sa réciproque :

Définition 14.2. La réciproque de exp : R — R’ est appelée logarithme :

log: R}, — R
x +— log(x)
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14.1. exp et log

Par définition, on a donc

log(exp(z)) =z Ve e R,
exp(log(y)) =y  VyeRL.

Si I'exponentielle transforme des sommes en produits, sa réciproque doit forcément
transformer des produits en sommes :

Théoreme 14.3. Pour tous z,y € R%,

log(zy) = log(z) + log(y) -

Preuve: Par définition, t = log(zy) si et seulement si exp(t) = zy. Mais © = exp(log(z)) et
y = exp(log(y)), et donc

exp(t) = exp(log(z)) exp(log(y)) = exp(log(x) + log(y)) -
Ceci implique que log(zy) = t = log(z) + log(y). O

D’autres propriétés qui découlent directement du fait que le logarithme est la réci-
proque de I'exponentielle : log(1) = 0,

log () <0 si0<z<l1
ogl\xr
& >0 siz>1.

a=2.000...
—)——————————

log, (z) ¢
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14.1. expetlog

De plus, par le théoreme sur la dérivée de la fonction réciproque, pour tout z > 0, en
dérivant les deux c6tés de l'identité

exp(log()) =

on obtient
exp/(log(x))(log(x))' = 1,
qui donne
1 1 1

1 - _ _L

o8 = oo lloa(a)) ~ explon(a)) 7
Notons encore que

Ilg(r)lJr log(xz) = —o0, xginoo log(z) = +o00.

14.1.2 Changements de base

On peut utiliser exp et log pour définir d’autres fonctions, dont les propriétés sont sem-
blables mais que 'on interpréte comme exponentielles et logarithmes dans des bases
différentes.

Soit a > 0, appelé base.

Définition 14.3. L’exponentielle de base « est la fonction

exp, : R — R%
x +— exp,(x) := exp(zlog(a)).

On a bien stir que

exp, (2 +y) = exp((z + y) log(a))
= exp(zlog(a) + ylog(a))
= exp(zlog(a)) exp(ylog(a))
= exp, () exp,(y) ,

et on utilise aussi la notation exp,(z) = a”.
On peut ensuite calculer

(exp, ()’ = (exp(xlog(a))’ = log(a) exp, ().
——

>0

et puisque le signe de log(a) change, on en déduit que exp, () est strictement croissante
si a > 1, strictement décroissante si 0 < a < 1.

Compilation: 2026-09-07 12:47:07+02:00. Version Web: https://botafogo.epfl.ch/analyse-1-flipped


https://botafogo.epfl.ch/analyse-1-flipped

14.1. exp et log

a—1461...

Remarquons que 'on peut maintenant considérer une exponentielle évaluée en un
point > 0, mais dont la base est elle-méme une fonction a(y) > 0:

eXPq(y) (7) = a(y)” = exp(zlog(a(y))) -
En particulier, on a la formule classique : pour tous z,y € R,
(a¥)" := exp(xlog(a”)) = exp((zy) log(a)) = a™.

Aussi, si la base dépend de = et que I'exposant est une fonction de z, on doit admettre
implicitement la définition suivante :

Définition 14.4. Si f(x) > 0, alors

f(@)7®) .= exp(g(x) log(f(x))) .

14.1.3 Définition alternative de e

Dans cette section (lien!), le nombre e = 2.718 ... a été défini par la limite

1 n
lim (1 + —) .
n—0o00 n

On montre ici que ce nombre est aussi égal a exp(1) :

Théoreme 14.4.

) \" 1
i (140) =2

k>0
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14.1. expetlog

Preuve: Définissons

On veut montrer que

lim e, = lim €.
N—00 N—o0

Rappelons que la formule du binéme de Newton (lien!) permet d’écrire
~ 1 1 k-1
en=14 —(1-7) (1-51).
k=1

Puisque 1 — % < lpourtoutj=1,2,...,n — 1, onendéduit que
en < €,

et donc que

lim e, < lim €,
n— oo n—oo

Ensuite, fixons un entier N, quelconque, et remarquons que pour tout n > N,

N o
€n>1+ZH(1*%)'“(1*%)~

k=1

En prenant n — oo, ceci donne

N
: 1 ey
lim e, > E —
n=00 k!
k=1
Comme cette derniere inégalité vaut pour tout IV, on a aussi que

lim e, > hm e -
n—00 N—oo

14.1.4 Irrationnalité de ¢

Théoréme 14.5. Le nombre e = exp(1) = ), 7 est irrationnel.

Preuve: Par ’absurde, supposons que e est rationnel, c’est-a-dire qu’il existe deux entiers p, g €
N* tels que

Définissons la suite (M,,),>1 :

"1
M, =n! (e_zkl>
k=0

Par définition, M,, > 0 pour tout n (puisque la suite a,, = Y ,_, % est strictement croissante et
tend vers e).
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14.2. log et exp

Ensuite, notre hypothese permet d’écrire

_ i (r <1
Mn—n!<q—2k!>,
k=0

qui implique que lorsque n > ¢, M,, est un entier : M,, € {1,2,3,4,...}. Or on peut remarquer
que

°°1
:n!ZH

k=n-+1
o 1 1
Tl it )12 T mEDm+2nt3) "
SRS DR S SR
S+l (n+1D2 0 (n+1)3
1 1
Tl 1L
1
“n

On en déduit que M,, < 1 lorsque n > 1, une contradiction puisqu’on a dit plus haut que
M,, > 1 est un entier. O

14.2 log et exp

Dans cette section, on construit la fonction logarithme, on étudie ses propriétés, et on
l"utilise pour en déduire la fonction exponentielle.

14.2.1 Aire sous la courbe y = %

Pour commencer définissons, pour tous a, b > 0, le nombre

b dt

I(a,b) = 7

a

Sia < b, I(a,b) le nombre s’interprete comme 1'aire de la région délimitée par 1’axe Oz,
le graphe de la fonction ¢ — 1, et les deux droites verticales d’équations z = a etz = b:
Sia > b, la convention faite sur l'intégrale implique que

I(a,b) = —I(b,a).
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14.2. log et exp

I(a,b) = 1.003...

Cette fonction de deux variables satisfait aux propriétés suivantes :

Proposition 14.2. * Relation de Chasles : pour tous réels strictement positifs
a,b,c,
I(a,b) + I(b,c) = I(a,c).

* Pour tous 0 < a < b < ¢, et pour tout A > 0,

I(Aa, \b) = I(a,b).

Preuve: La premiere propriété suit de f; f@)dt + [ f(t)dt = [ f(t)dt. Pour la deuxiéme, par
le changement de variable s := ¢/ (qui donne dt = \ds) dans l'intégrale définie,

At P adt [Pt
I(A(I,)\b):/):at: ; K: ; ;:I(a,b)
O
14.2.2 Définition du logarithme
Définition 14.5. Le logarithme est la fonction
log: R} = R
“dt
x—log(z) :=I(1,2) = —

1
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14.2. log et exp

log(x) =1.099...

=2 [ JLXEELELE

On a en particulier :
log(1) =0.

La propriété remarquable de cette fonction est qu’elle transforme des produits en sommes :

Théoréeme 14.6. Pour tous z,y > 0,

log(zy) = log(x) + log(y) -

Preuve: Par la proposition, I(z,zy) = I(y), et dong, en utilisant la relation de Chasles,

log(zy) = I(1, zy)

1,2) + I(x, zy)
1,2)+ I(1,y)
= log(x) + log(y) .

_[(
:I(

Par conséquent, pour tout z > 0,

0 = log(1) = log(x1) = log(z) + log (1) ,

qui donne
log(%) = —log(x).

Théoréme 14.7. Le logarithme est dérivable sur R*, et

(log(z))’ = -

- o

En particulier, z — log(z) est strictement croissante.
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14.2. log et exp

Preuve: Par le Théoreme Fondamental de 1’ Analyse, étant défini comme l'intégrale d"une fonc-

tion continue, log est dérivable et
Tdty 1
( / —) = - Vo e RY.
1 t X

(log(x))’

Puisque le logarithme est dérivable, il est continu sur R*..

Lemme 14.1.
lim log(z) = +o0, lim log(z) = —o0.

T—+00 z—0t

Preuve: Puisque c’est une fonction strictement croissante, il suffit de montrer que

lim log(n) = lim I(1,n) = +oo.
n—oo n—oo
En comparant 'aire sous la courbe avec les rectangles de bases [k, k£ + 1] sous la courbe, k£ =
1,....,n—1,
1 1 1 1

I(n) 2 2444+
(Ln)> g+ g+ 4+

On reconnait dans cette somme la somme partielle de la série harmonique, qui tend vers l'infini
lorsque n — oo.

L’autre limite est une conséquence de la premiere, puisque par le changement de variable z =
1

)
]. ] ]. ]

=— lim log(y)

Yy—r—+00

= —00.
U

Puisque log est continue, les deux limites ci-dessus impliquent que Im(log) = R. Puis-
qu’elle est strictement croissante, elle est aussi injective. On a donc montré que log est
une bijection.

Définition 14.6. La réciproque de log : R%. — R est la fonction exponentielle,

exp: R— R}
x +— exp(x),

Par définition,

log(exp(z)) =z Ve e R,
exp(log(y)) =y  VyeR:.
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14.3. Fonctions hyperboliques

On a la propriété fondamentale :

exp(z +y) = exp(log(exp(x)) + log(exp(y)))
= exp(log(exp(z) exp(y)))
= exp(x) exp(y)) -

De plus, en dérivant la relation

x = log(exp(x)) .

par rapport a z,
1

exp()

1 = log'(exp(z)) = (exp(z))’,

qui entraine
exp(z)’ = exp(x).

14.2.3 Changements de base

(On peut procéder comme dans la section précédente.)

14.3 Fonctions hyperboliques

On définit ici les fonctions trigonométriques hyperboliques. Méme si ces fonctions seront
définies uniquement a partir de I'exponentielle, leurs propriétés rappelleront claire-
ment celles des fonctions trigonométriques de base. En fin de section, on fera quelques
commentaires sur I'origine du terme “hyperbolique”.

Définition 14.7. Soit = € R.

* Le sinus hyperbolique de z est défini par

x —X

sinh(x) := ‘

—e
2

* Le cosinus hyperbolique de z est défini par

et +e”

cosh(z) := 5

* La tangente hyperbolique de z est définie par

et —e®

er +e T

tanh(x) :=

Remarquons que

* cosh(z) est paire, que cosh(z) > 1 pour tout z € R .

* sinh(z) et tanh(z) sont impaires, et positives si x > 0, négatives si z < 0.
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14.3. Fonctions hyperboliques

* On a vu ici (lien!) que toute fonction peut se décomposer en une somme d’une
fonction paire et d"une fonction impaire. En appliquant ce résultat a la fonction
f(z) = €*, on obtient précisément

e” = cosh(z) + sinh(z) .
On peut voir la tangente hyperbolique comme étant définie par

sinh(z)
cosh(x)

tanh(z) =

Un simple calcul mene a
cosh(x)? — sinh(z)? =1,

qui entraine

1
1 —tanh?(z) = ——— .
anl™(z) cosh? ()

14.3.1 Dérivées

Puisque e” est dérivable, les fonctions hyperboliques sont dérivables (et continues) sur
R. De plus,

(sinh(x))" = cosh(z)

(cosh(z))" = sinh(x)
1
tanh(z)) = 1 — tanh*(z) = ———
(tanh(x)) anh”(x) cosh?(2)

Par conséquent, sinh(z) est strictement croissante,

sinh(z)

X J

cosh(z) est décroissante sur | — oo, 0], croissante sur [0, +o0],

cosh(z)

K J
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14.3. Fonctions hyperboliques

et tanh(z) est strictement croissante :

tanh(m)/
/ .

14.3.2 Propriétés

Théoreme 14.8. Pour tous z,y € R,

sinh(z 4 y) = sinh(x) cosh(y) + cosh(x) sinh(y)
cosh(z + y) = cosh(z) cosh(y) + sinh(z) sinh(y)

_ tanh(z) + tanh(y)
tanh(z +y) = 1 + tanh(z) tanh(y)

Preuve: (exercice) O

En prenant y = z, on a les formules

sinh(2x) = 2sinh(z) cosh(x),

cosh(2z) = 2cosh?(z) — 1 = 1 4 2sinh?(z)
2tanh(x)

tanh(2x) = T+ tanh2(2) tanh?(z)

14.3.3 Réciproques

Comme sinh : R — R est strictement croissante, continue, et puisque

lim sinh(z) = —o0, lim sinh(z) = +o0,
r——00 T—+00

on en déduit qu’elle est bijective.
Sa réciproque se note
argsinh : R - R
x +— argsinh(z)
A l'aide de la formule pour la dérivée d"une fonction réciproque,
1
cosh(argsinh(z))
1
sinh’(argsinh(x))
1
\/1 + sinh?(argsinh(z))
1
2+ 1

argsinh’(z) =
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14.3. Fonctions hyperboliques

On peut en fait exprimer cette réciproque explicitement :

Lemme 14.2. Pour tout z € R,

argsinh(z) = log(z + V1 + 22).

Preuve: Puisque sinh est impaire, il suffit de fixer y > 0, et de chercher 'unique z tel que
sinh(z) = y. En posant ¢t = ¥, cette condition devient

e —e " t—1/t

22

Y,

qui est équivalente a
t2—2t—1=0.

Puisque le discriminant de cette équation est A = 4(y? + 1) > 0, elle posséde une unique
solution ¢ > 1, donnée par

2y + VA
t="2 Q\F:y+ L+y2.
On obtient = = log(t) = log(y + v/1 + y?) > 0. O

Ensuite, puisque cosh est paire, on doit restreindre son domaine si on veut la rendre
injective. Comme elle est strictement croissante sur R, cosh : Ry — R est injective. De
plus, comme cosh(0) = 1 et

lim cosh(z) = 400,
T—r+00

on conclut que cosh : Ry — [1, +00] est bijective.

Sa réciproque se note

argcosh : [1, +oo[ — R
x > argcosh(z)

On a dong, pour tout z > 1,

1
sinh(argcosh(z))
1
\/cosh(argcosh(z))? — 1
1

22 -1

argcosh’(x) =

On peut aussi exprimer explicitement la réciproque : pour tout z € [1, +o0],
argcosh(z) = log(x + Va2 —1).

Finalement, tanh étant strictement croissante, continue, et puisque

lim tanh(z) =—1, lim tanh(x) = +1,

T——00 T—+00

on en conclut que tanh : R —] — 1, 1] est bijective.
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14.3. Fonctions hyperboliques

Sa réciproque se note

argtanh :] — 1,1] - R
x +— argtanh(z) ,

avec

1+x>

1
argtanh(x) = 5 log(1 —

14.3.4 Origine du terme “hyperbolique”

(en construction)
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