Série 01 (Fonctions, preuves par récurrence)

Ex-01-01: Sans faire de calculs, donner 1’ensemble image des fonctions f : D — R
ci-dessous.

1) 2r+1,D=R 5) 22+ 1,D =R 10) cosx, D =] — Z, %]

2) _p2x+1’D*:,[_1’1,] 6) 1—-a% D=R 11) isinz, D =R

) :lc?:(pRE o dmpain) 7) ot + 20, D =R 12) Sur D = R,

4) z* (p € Z* pair), D = 8) tanz, D =] — 3, 3] {$+1 siz>0
R 9) sinz, D = [~7, 7] H(x—1) siz<0

Ex-01-02: Montrer que chaque fonction ci-dessous est bijective, et donner sa réci-
proque.

1) f : [07 1] - [_37 _2]/ f($)
2) g:[0,1] — [0,1], g(z) = 2%
3) h:[—1,0] = [0,1], h(z) = 22

Ensuite, esquisser le graphe de chacune de ces fonctions, ainsi que de leurs réciproques.

=z — 3.

Ex-01-03: Soit f : R — R bijective et impaire. Montrer que sa réciproque f~' : R — R
est aussi impaire.

Ex-01-04: Soit f : R — R définie par

2

o) = oas

Calculer Im( f). Ensuite, déterminer le nombre de préimages pour chaque y € Im(f).
Ex-01-05: (Facultatif!)
Montrer que la fonction ci-dessous est une bijection, puis donner sa réciproque.
fR—=RL
3" +2
3fx

X —

Ex-01-06: Pour chacun des ensembles C' ci-dessous, donner un exemple explicite de
bijection f :]0, 1[— C.

1) C =]0,b[, ot b > 0. 3) C =]0,00] 5) C = [0, 1] (facultatif!)
2) C' =la,b,olta < b. 4) C' =| — 00, 0]

Ex-01-07: Soient f,g: R — R. Vrai ou faux?
D) feg=gof & [f=uy.
2) Si f et g sont injectives, alors f o g est injective.

3) Si f o f estinjective, alors f est injective.
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4) Si f o g est injective, alors g est injective.
5) Si f o g est injective, alors f est injective.

6) Si f o g est surjective, alors f est surjective.
Ex-01-08: Montrer par récurrence que pour tout entier n > 1,

D(2n+1
12+22+32+42+---+n2:n(n+ )6(n+ ).

1000
Ensuite, donner la valeur de la somme Z(k + 1)(3k +2).
k=0

Ex-01-09: Montrer, par récurrence sur l’entier n > 1, que n® + 5n est un multiple de 3.

Ex-01-10: Démontrer 1'inégalité de Bernoulli : pour tout entier n > 1,

(I+2)">14nx, Vr>-1.

Ex-01-11: Pour tout entier n > 0, on définit le nombre de Fermat F,, := 2(2") 4 1.
Démontrer, pour n > 1, I'identité

n—1
Fp=2+]]Fe
k=0
Ex-01-12: Montrer par récurrence que pour tout entier n > 1,
)Y E = (dn(n+1)°
k=1

- nekr2  n(n+1)
2) ;(—1) “k =— 5
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